
Exponentiation rapide

Concepts : Analyse de coût, diviser pour régner,
Méthodes : Décomposition du coût, "master theorem"

Présentation

Étant donné une opération ? sur des objets (par exemple des entiers, des réels,...), l’objectif est de
calculer xn = x ? x ? x ? · · · ? x en un nombre minimal d’opérations . On suppose que l”opération ? est
associative, c’est à dire que pour tout triplet (x, y, z) on a x? (y ?z) = (x?y)?z. Un premier algorithme
naïf (3 donne un coût en nombre d’opérations ? en O(n).

PUISSANCE-NAIF(x,n)
Données : Un objet x et un entier n positif
Résultat : La valeur de xn

y = x
for i = 2 à n faire y = y ? x
retourner y

Algorithme 1: Algorithme naïf du calcul de la puissance

La preuve de cet algorithme est laissée en exercice ainsi que le calcul de sa complexité.

Algorithme

Pour améliorer l’algorithme naïf on utilise la propriété d’associativité de l’opération ?. C’est à dire
que x2n = (xn)2, on calcule d’abord xn puis par une seule opération on déduit x2n.

PUISSANCE-DIV(x,n)
Données : Un objet x et un entier n positif
Résultat : La valeur de xn

if n = 1 // cas de base
retourner x

else // récursion
if n pair

1 z =PUISSANCE-DIV(x,n/2)
retourner z ? z

else // n est impair > 3
2 z =PUISSANCE-DIV(x,(n− 1)/2)

retourner z ? z ? x

Algorithme 2: Algorithme naïf du calcul de la puissance

Preuve

La preuve se fait en 2 parties, la correction partielle liée à l’appel récursif et la terminaison qui
garantit le résultat.
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1. Correction partielle Supposons que l’appel récursif ligne 1 (resp 2) fournisse le résultat correct.

Dans ce cas la valeur retournée par la fonction PUISSANCE-DIV sera correcte, car la valeur de
z vaut x

n
2 et la valeur retournée z ? z est égale à x

n
2 ? x

n
2 = xn, (respectivement z vaut x

n−1
2 et

x
n−1
2 ? x

n−1
2 ? x = xn).

2. Terminaison L’algorithme se termine car à chaque appel récursif de la fonction PUISSANCE-
DIV le deuxième argument (n/2 ou (n− 1)/2 est un entier strictement décroissant minoré par 1.
Donc la séquence des appels récursifs se termine toujours avec un appel où n = 1. Dans ce cas la
valeur retournée est x c’est à dire x1 et en utilisant la correction partielle PUISSANCE-DIV(x,n)
retourne bien la valeur de xn.

Complexité

Pour évaluer le coût de cet algorithme en nombre d’appels à des opérations "primitives" ? on décom-
pose les appels récursifs et on compte le nombre d’appels récursifs. Notons R(n) le nombre d’appels
récursifs, la structure de l’algorithme montre que 1 R(n) 6 R(n2 ). On en déduit que R(n) 6 log2(n).
Comme un appel récursif fait 0 (cas de base), ou 1 (cas n pair) ou 2 (cas n impair) opérations ?, on en
déduit que le nombre d’opérations ? C(n) est majoré par 2 log2(n). Comme l’algorithme fait toujours
au moins log2 n appels, C(n) est minoré par log2(n). Ce qui conduit à

C(n) = Θ(log(n)).

Exercices

1. Montrer que le meilleur cas pour PUISSANCE-DIV(x,n) est log2(n) lorsque n est une puissance
de 2.

2. Donner le pire cas pour PUISSANCE-DIV(x,n)

3. Faire le lien entre la séquence des appels récursifs et la décomposition binaire de n.

4. Écrire un programme itératif de calcul de la puissance.

Méthode des facteurs

PUISSANCE-FACT(x,n)
Données : Un objet x et un entier n positif
Résultat : La valeur de xn

if n = 1 // cas de base
retourner x

else // récursion
if n est premier

1 z =PUISSANCE-FACT(x,n− 1)
retourner z ? z

else // n est composé n = p× q
2 y =PUISSANCE-FACT(x,p)

z =PUISSANCE-FACT(y,q)
retourner z

Algorithme 3: Algorithme de calcul de la puissance basée sur une décomposition en facteurs

1. faire la preuve par récurrence

Algorithmique version du 20 septembre 2011 2/ 4



Exponentiation
Exercices

1. Écrire la preuve de cet algorithme.

2. Trouver une valeur de n pour laquelle PUISSANCE-DIV(x,n) a un coût meilleur que PUISSANCE-
FACT(x,n).

3. Trouver une valeur de n pour laquelle PUISSANCE-FACT(x,n) a un coût meilleur que PUISSANCE-
DIV(x,n).

Optimalité

Comme le nombre de façons de calculer xn est fini. On peut construire l’arbre des puissances

D.E. Knuth The Art of Computer Programming : Semi-Numerical Algorithms (vol 2) p464
Pour calculer par exemple x29 on calcule successivement x2, x3, x5, x7, x14, x28 et x29.

Complexité du problème
Théorème

Le coût du problème du calcul de la puissance est en Θ(log n).

En effet, montrons par récurrence la propriété le coût minimal d’un algorithme de calcul de xn est minoré
par log2 n.

Cette propriété est vraie pour n = 1 et n = 2. Supposons la propriété vraie pour tout 1 6 i 6 n−1 et
considérons l’algorithme optimal qui calcule xn (il existe car il existe un nombre fini de calculer xn). Cet
algorithme effectue uniquement des opérations ?. La dernière exécution fait le produit xk ? xn−k pour
une valeur de k que l’on peut choisir supérieur à n

2 (entre k et n − k l’un des 2 est plus grand que n
2 ).

Par suite le calcul de xk demande au moins log2 k opérations, c’est à dire au moins log2
n
2 = log2 n− 1.

Donc le nombre d’opérations est minoré par (log2 n− 1) + 1 = log2 n cqfd.

Moralité

Quelle moralité tirer du théorème ci-dessus ?
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Références

L’analyse détaillée du problème de l’exponentiation est tirée de l’ouvrage de D.E. Knuth (chap 4.6.3)
[1] avec des détails historiques.

D.E. Knuth The Art of Computer Programming : Semi-Numerical Algorithms (vol 2) p461

Références

[1] Donald E.Knuth. The Art of Computer Programming Volume 2 : Seminumerical Algorithms. 2002.

Algorithmique version du 20 septembre 2011 4/ 4


