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To Do list

— Stabilité de ’équation de Marchenko-Pastur peut étre intégrée au 1.4

— Chapitre 2 : rajouter I'exemple S(trace@Q?)/(1 + Xtrace@).
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Introduction

La théorie des grandes matrices aléatoires prend ses racines dans les travaux
de Wishart [29] qui a initialement considéré des matrices & entrées aléatoires
gaussiennes. Wigner [27, 28] et plus tard Marcenko et Pastur [I8] ont donné
une impulsion décisive au domaine en décrivant le spectre de certaines matrices
hermitiennes a entrées aléatoires lorsque la dimension de ces matrices tend vers
+o0. Il s’est avéré que dans ce régime, une simplification importante s’opere
pour le comportement du spectre, a 'instar de la loi des grands nombres par
exemple. Alors que le spectre d’'une grande matrice aléatoire est un objet lui-
méme aléatoire et a priori compliqué, son comportement se stabilise lorsque la
dimension des matrices sous-jacentes tend vers l'infini, pour finalement tendre
vers un spectre compléetement déterministe.

Du c6té des applications en sciences de 'ingénieur, Telatar a des 1995 (article
paru en 1998) entrevu le potentiel applicatif de cette théorie aux communications
numériques sans fil [25]. Ce point de vue s’est avéré extrémement fécond et a
motivé un grand nombre de travaux (cf. par exemple [12] pour un panorama
indicatif) en communications numériques mais aussi en traitement statistique
du signal.

D’un point de vue mathématique, ces dix dernieres années ont également été
I’occasion d’une activité considérable, comme en témoigne la parution d’impor-
tantes monographies dans le domaine [T}, 20} B}, 24].

L’objectif de ces notes de cours est de présenter quelques éléments clé de
cette théorie, avec suffisamment de détails pour permettre au lecteur intéressé
d’aborder des lectures plus avancées, en particulier dans le domaine de ’applica-
tion de la théorie des grandes matrices aléatoires aux sciences de l'ingénieur. On
se concentrera principalement sur deux familles de techniques : les techniques
fondées sur la transformée de Stieltjes et celles fondées sur le calcul gaussien.
D’autres techniques existent, fondées sur la combinatoire (identification des mo-
ments des lois limites) ou sur la théorie des probabilités libres (cf. [T}, [19] 24]),
mais ne seront pas abordées ici.

Matrice de Wigner. Le théoréeme de Wigner concerne des matrices (W),
de dimension NV x IV, dont toutes les entrées W;; sur et au dessus de la diagonale
sont réelles (le théoreme s’étend aux entrées complexes), indépendantes et iden-
tiquement distribuées (i.i.d.) et de carré sommables. On compléte les entrées

9
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sous la diagonale de sorte que la matrice Wy soit symétrique : Wk = Wy ol
AT est la matrice transposée de A. Dans le cas d’entrées complexes, on impo-
sera la condition de symétrie W3 = Wy, olt A* représente la transconjuguée de
la matrice A. On appelera matrice de Wigner une telle matrice. Si les entrées
sont centrées de variance 1, et si on renormalise la matrice par 1/ VN, alors le
spectre de Wy s’organise autour de la loi du demi-cercle N — oo, au sens ol
Ihistogramme de ses valeurs propres va suivre la loi du demi-cercle (” semi-circle
law”), de densité

fse(x) = % (4—22)1, olay =max(a,0) .
comme l'indique la figure [I] On notera Py, la probabilité associée a la densité
fsc. Notons que I’histogramme des valeurs propres a été construit a partir d’une
seule réalisation de la matrice Wy . Pour une preuve combinatoire du théoreme
de Wigner, on pourra par exemple se référer aux notes de C. Bordenave [9] ainsi
qu’au chapitre 21 du livre de D. Chafal et F. Malrieu [I1].

Wigner Matrix, N= 1500

0.25 0.30
| |

0.20
|

Density

0.00
L

-2 -1 0 1 2

spectrum

FIGURE 1 — Histogramme des valeurs propres d’une matrice de Wigner renor-
malisée de dimensions 1500 x 1500. En rouge, la densité de la loi du demi-cercle.
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Grandes matrices de covariance. Le théoréeme de Marcenko-Pastur concerne
les grandes matrices de covariance. Soit Xy une matrice N X n dont toutes
les entrées sont réelles ou complexes i.i.d., centrées, de variance unité et de
carré sommables; on considere la matrice %X NX%, si les entrées sont réelles
et %X NXx siles entrées sont complexes. Alors, quand les deux dimensions
croissent au méme rythme, c’est a dire N,n — oo et

N
— — ¢ €]0,00],
n
le spectre de la matrice %XNX?\} (resp. de la matrice %XNX}*V dans le cas

d’entrées complexes) va s’organiser selon la distribution de Marcenko-Pastur
dont la densité est donnée par

fMP(x) \/[()‘+ — .’13)(.’13 _ )‘_)]Jr ol /\:i: — (1 4 \/6)2

2mex

(dans le cas ot ¢ < 1). On notera Pyp la probabilité associée a farp. La figure
Bl illustre ce résultat.

Grandes matrices de covariance (suite). Considérons une matrice Xy de
dimensions N X n & entrées i.i.d., centrées, réduites et de carré sommables. On
notera Xy = [21, - ,&y] ol &; représente le iéme vecteur-colonne de la matrice
Xn. Soit Ry une matrice de covariance (hermitienne, semi-définie positive)
N x N, déterministe. On considere la matrice

RY* Xy = R @1, Ry w,]

Cette matrice modélise un échantillon de n observations y, = R}V/Qwi, chacune
de dimension N et de matrice de covariance Ry = Ey,y;. A ce titre, c’est un
modele tres utile dans les applications en traitement statistique du signal ou
autre. Posons 1
—RY’X
VO

et considérons la matrice de covariance empirique associée

Sy =

LNYN = ERJI\{QXNXNR%2 = Zyzyz .
i=1

Cette matrice peut apporter des éléments de compréhension de la ”vraie” ma-
trice de covariance Ry (souvent appelée matrice de covariance de la po-
pulation). En effet, dans le régime statistique conventionnel ou N est fixé
et n — oo (données de dimension fixée N, taille de ’échantillon tres grande
n — 00), la convergence suivante est immédiate :

* 1 S * p-s.
YNY *Ezyzyz WRN' (1)

i=1
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Wishart Matrix, N= 500, n=1000, c= 0.5
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spectrum

FI1GURE 2 — Histogramme des valeurs propres d’une grande matrice de covariance
de dimensions 500 x 1000. En jaune, la densité de la loi du demi-cercle.

Autrement dit, la matrice de covariance empirique est dans ce cas une bonne
approximation de la matrice de covariance de la population.

La situation est sensiblement différente dans le régime asymptotique des
grandes matrices N,n — oo et % — ¢. Dans ce cas, le ratio ¢ représente le
rapport entre la dimension N des données et la taille n de ’échantillon.

On peut montrer alors que les valeurs propres de la matrice ¥ X7} s’orga-
nisent autour d’une distribution limite dont on peut tracer la densité (on dira
alors - cf. paragraphe suivant- que la mesure spectrale de 3%, converge vers
une distribution limite).

La figure [3] représente en rouge la distribution limite de la mesure spectrale
de la matrice ¥ X% lorsque la matrice Ry admet 3 valeurs propres distinctes,
1, 3 et 7 (représentées par 3 traits verticaux bleus), chacune de multiplicité
identique (~ ).

11 apparait alors que lorsque le ratio ¢ est petit (¢ = 0, 1, ce qui signifie que
I’échantillon est 10 fois plus grand que la dimension des données), on peut, grace
& la mesure limite (en rouge) ”pressentir” la matrice de covariance de la popula-
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Large Covariance Matrices - Limiting Density (LSD) Large Covariance Matrices - Limiting Density (LSD)

o |
3
. = LSD
w Population

Density Density

Large Covariance Matrices - Limiting Density (LSD)

< = LSD
Population

Density

FIGURE 3 — En rouge, densité de la mesure limite dans les casotic=0,1;¢=0,3
et ¢ = 0,6. En bleu, les 3 valeurs propres de la matrice Ry de covariance de la
population, chacune de multiplicité égale.

tion (dont les valeurs propres sont en bleu) ; ce cas de figure est & rapprocher de
la convergence . En revanche, quand ce ratio est plus important (¢ = 0, 6), il
est rigoureusement impossible, a l'oeil, de deviner les valeurs propres de la ma-
trice de covariance de la population. Autrement dit, I'information apportée par
la matrice de covariance empirique sur la matrice de covariance de la population
est beaucoup moins directe que dans le régime conventionnel !

Petites perturbations. Un cas particulier et intéressant du modele de grandes
matrices de covariance précédent X537} est celui ol la matrice Ry est une pe-
tite perturbation de I'unité :

k
Ry =In+ ) fiuu
=1

ou les (6;) sont des réels fixés et déterministes, et les (u;) (qui dépendent de
n) sont des vecteurs déterministes et orthonormés. Chaque matrice u;u; est
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une matrice de rang 1 (matrice de perturbation) et on suppose que le nombre
de perturbations k est fini et indépendant de N,n. La question suivante est
alors naturelle : comment le spectre de la matrice %X NX R est-il modifié par la
présence de la perturbation Zif:l f;u;uf ? Des simulations apportent quelques
éléments de réponse.

N=800,, n= 2000, sqrt(c)=0.63, theta=[ 0.1] Wishart Matrix, N= 800 , n= 2000 , sqrt(c)=0.63, theta= 1.5

5 i\ =1 fy
s 7 x \
] \
o | S &
2z 2z
5 o= 5 34
&3 H
34 B
o s ] -
" T T T T . " T T T T T .
0.0 05 1.0 15 20 25 0.0 05 1.0 15 20 25 3.0
spectrum spectum
N= 400, n= 1000 , sqrt(c)=0.63, theta=[ 2,2.5 ]
1 A\
@ |
& 3
o | u u

spectrum

FIGURE 4 — En rouge, la densité de Marcenko-Pastur, en bleu I'histogramme
des valeurs propres empiriques. Le(s) petit(s) baton(s) rouge(s) représente(nt)
la(les) plus grande(s) valeur(s) propre(s) empirique(s). Les deux premiéres si-
mulations correspondent a une perturbation simple ou § = 0,1 et § = 1,5; la
derniere a une perturbation double ou 6; = 2 et 65 = 2, 5.

Les simulations illustrent le fait que le comportement de toutes les valeurs
propres, sauf des plus grandes, est bien prédit par la distribution de Marcenko-
Pastur. L’intensité de la perturbation semble également jouer un réle dans la
capacité des plus grandes valeurs propres a se séparer de la masse des autres.

Matrices non hermitiennes. On s’intéresse maintenant au cas d’'une ma-
trice carrée X,, de dimension n x n dont les entrées sont i.i.d, centrées, chacune
de variance ﬁ Dans ce cas, les valeurs propres ne sont plus réelles mais com-

plexes. En les représentant simplement dans le plan complexe, on peut constater



TABLE DES MATIERES

qu’elles ont tendance a se répartir uniformément dans le disque unité (cf

o).

Non-hermitian matrix eigenvalues, N= 100 Non-hermitian matrix eigenvalues, N= 200

Im(spectrum)
00
I
°
°
°
°
@
Im(spectrum)
o
I
°
9
8
o
S
oo
00

Re(spectrum) Re(spectrum)

Non-hermitian matrix eigenvalues, N= 1000

Im(spectrum)
0
L

Re(spectrum)

15

. Figure

FIGURE 5 — On représente les valeurs propres d’une matrice Xy non hermi-

tienne dans le plan complexe. Le graphique de gauche correspond & une
100x100, celui du centre a une matrice 200x200, celui de droite & une
1000x1000. Le cercle de rayon 1 est représenté en rouge.

matrice
matrice

Mesure spectrale. La maniere standard de formaliser la convergence du
spectre d’une grande matrice de covariance est de considérer la mesure spec-
trale associée. Appelons A1, -+, Ay les N valeurs propres (comptées avec leur

multiplicité) d’une matrice symétrique ou hermitienne Ay de dimension

N x N.

Le théoreme spectral nous assure que ces valeurs propres sont réelles. Soit §, la

mesure de Dirac au point x, définie par

1 si ze€C,

w(=10 s r¢C .

Une propriété importante de la mesure de Dirac est que

/ F(u),(du) = f(z) -
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On appellera mesure spectrale de Ay (ou mesure empirique des valeurs
propres associées a Ay ) la probabilité définie par :

1 N
i=1

Ainsi, Ly ([a,b]) correspond & la proportion des valeurs propres contenues dans

[a,b] :

L (e, b]) = %Zéxi([a, b)) = w .

On dira que Ly converge étroitement vers une mesure de probabilité u

(notation Ly ety 1) si quelque soit la fonction f continue et bornée sur R, on
a

1
JEC R Do) o f st
i—

Si de plus la matrice Ay est aléatoire, ses valeurs propres le sont également et
on dira que presque stirement Ly converge étroitement vers p si pour presque
toute réalisation de la famille de matrices Ay, on a convergence étroite de Ly
(en tant qu’objet aléatoire) vers p (qui est une probabilité, mais qui ne dépend
pas du hasard).

Ainsi, le théoréme de Wigner s’exprimera de la maniere suivante : soit Ly
la mesure spectrale de %7 ol Wy est une matrice de Wigner, alors presque
stirement

Ly -2 P, .
N —oc0

Dans le cas ou la matrice A n’est pas hermitienne, ses valeurs propres sont alors
complexes et la mesure spectrale sera cette fois définie sur C; sa convergence
éventuelle s’exprimera a l'aide de fonctions-test sur C.



Chapitre 1

Transformée de Stieltjes

La transformée de Stieltjes d’une mesure est une transformation particulierement
adaptée pour I’étude asymptotique des mesures spectrales. Pour de telles me-
sures, la transformée de Stieltjes est la trace normalisée de la résolvante associée
a la matrice sous-jacente.

1.1 Définition et premieres propriétés

Soit p une mesure positive sur R muni de la tribu des boréliens, de masse
totale finie, i.e. pu(R) < co. On note

Ct={z€C, Im(z) >0} .

La transformée de Stieltjes de p est définie par

_ [ pdA) +
g,,,(Z)—/R)\_Z, 2eCt.

On remarque que la définition s’étend a C~, ainsi qu’a R\ S, ol S représente
le support de pu.

Exemple 1. Soient x,xz; € R
1. 8i p(dX) = 6.(dN), alors gu(z) = [ ”/\(i) !

T z—z

) N N
2. Sip= %>l 0q,, alors g,(2) = + >, xaz
3. Soit A une matrice hermitienne N x N de décomposition spectrale

A=UAU" o0 UU*=UU=1Iy et A= diag(\),

les \; étant les valeurs propres de A. Soit Ly la mesure spectrale de
A, aussi appelée mesure empirique des valeurs propres de A :

1 N
=1

17



18 CHAPITRE 1. TRANSFORMEE DE STIELTJES

Alors )
g9(z) = NTT (A —zIy)™?
est la transformée de Stieltjes de la mesure Ly. En effet,

1

1 1
NTT(A—zIN)_l = NTr(UAU*—zUU*)_l = NTr{U(A—zIN)_lU*}

N

1 1

4. Méme contexte que précédemment. Soit a un vecteur N X 1; on note u;
le vecteur propre associé a la valeur propre X\;. Alors la décomposition de
35 _ N *
A s¥éerit A=3%".1 Nuul et

9(2)

Y atuuta ol la
a*(A—zIy)ta = — = Z

est la transformée de Stieltjes de la mesure Zfil la*u; |5y, de masse
totale Y2 | |a*u;|? = ||al|.

Proposition 2. Soit g, la transformée de Stieltjes de la mesure u, de masse
totale u(R) finie et de support S, alors :

1. g, est analytique sur CT,

2. gu € C* pour z € CT,
3. si S C R, alors Im (zg,(2)) >0
4. réciproquement, si Im (zg,(z)) > 0 pour z € C*, alors S C RY.
5. limy s o0 3y g, (y) = —p(R)
6. pour tout z € CT,
(2 < 2

7. quelque soit x € R,
z} = lim yImg,(x + ty) .
pla} = limyImg,(z +iy)
8. quelque soit f: R — R continue bornée, on a
fdp=tim “Imn [ f(2)g, (x + iy)d
M_yI{‘%’R’m z)gu(x + 1y)dx

9. Sia,b € R sont des points de continuité de u, i.e. u({a}) = p({b}) =0,

alors
1 b .
wula,b) = 31{‘% ;Im ) gu(z +1y)dx

EENTRMIIES o Sy 10
N (A= 2ly) _N;Arz_ N— 2

= g(2) .
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On remarquera que lors de la reconstruction d’une mesure a partir de sa
transformée de Stieltjes (cf. les points 6, 7 et 8 ci-dessus), c’est le comportement
de celle-ci pres de I'axe réel qui importe.

Démonstration. 1. Immédiat.

2. Un calcul direct donne

. w(dA .

3. Posons z = x + 4y ; un calcul de méme nature que le précédent donne

Ap(dN) .
Im(zg#(z)):y/RJr()\_xW>0 si y>0etSCRT.

o iy iy —y?
iygu(iy) = / N iy'u(d)\) = / Wﬂ(d)\) :

On conclut par le théoreme de convergence dominée :

Ayl _ 1 Iyl o 1= —y° 1
)\2+y2—2’ )\2+y2 y—>+00 )\2+y2— ’ )\2+y2 y—r+o00 '
6. Siz=ux+1y, alors |\ —z| >y et
R+
) < 2.

7. Un calcul immédiat donne

2
. y* p(dA
o+ = [0

2
En remarquant que, a x fixé, M”w m 1z3(A), une application

directe du théoreme de convergence dominée donne

lim yling, (o + i) = [ 1) (Ald) = ()

Avant d’aborder les 2 derniers points (que 'on démontrera sans perte de
généralité pour des mesures de probabilité), on fait un petit rappel sur les lois
de Cauchy et la convolution : on dit que la variable aléatoire réelle Y suit une
loi de Cauchy si sa densité fy (y) est donnée par

1

fy(z) = 0+
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On démontre alors sans peine que yY (ot y > 0) admet la densité

_ Y
I = ey

Enfin, on rappelle que si X est une variable aléatoire réelle de loi u, Y est
indépendante de X et admet la densité fy, alors X + Y admet la densité

fxsv(u /fy u—x)p(d) .

Forts de ces rappels, on utilisera la propriété suivante :

%Im/f(x)gu(x +iy)dex =Ef(X +yY), (1.1)

ou X est une V.A. deloi u, Y suit une loi de Cauchy et X et Y sont indépendantes.
En effet, d’apres les rappels, X + yY a pour densité

1 Yy
T / A—xz)2+ y2u(d)\)

Ef(X—i—yY):/f(m)i/%dx

D’autre part, un calcul direct de Im g, (x + iy) donne

/f z)Im g, (z + 1y) dm—/f / yu()d)\ly dx ,

ce qui établit (|1.1). Revenons maintenant aux preuves des points 7 et 8.

donc

8. Soit f une fonction continue bornée et || f||oo = sup,cr |f(2)], alors

f(X +yY) o fX) et [f(X+yY)| < flleo -

Par convergence dominée, il vient que

hm Ef(X+ Y) hm /f m g, (z+iy) de = E f(X /f

ici, (a) découle de l'identité ([1.1]).
9. On procede par approximation et on introduit deux fonctions continues
bornées ¢, et o, telles que

On < liap) <97 nlgrolo ©n = Lapl nlggo o =1iau) -

On pourra par exemple prendre pour ¢, et o, les lignes brisées définies
par

(—00,a) U (b, 0)
z€(a+i,b-1) ’
6((— a—f) (b+ oo)

€ (a,b)

@ = {93

S1

e = {13

S1
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et rectilignes ailleurs. Soit X une V.A. de loi g, on a donc

_ .1 _ ,
Eg,(X) = Jim) - [ on (z)Im g, (x + ty)dx

1[0 10
< liminf — / Img,(x+iy)de < limsup— / Im g, (x + ty)dz

yN\oO T J, yN\O T Jqg

o1 T . X
< lim - [ ¢} (x)Img,(z+dy)de = Eg (X).
yNO T

Par convergence dominée, en faisant maintenant tendre n vers I’infini, il
vient E ¢, (X) = p(]a, b)) et Ep;t(X) — p([a,b]). Soit finalement

1 b
plla.b) < limint - / Im g, (x + iy)da

IN

1/t
lim sup — / Im g, (z + 1y)dz < p([a, b))
y\0 T Ja

d’ou I’égalité si a et b sont des points de continuité de pu.

1.2 Convergence

On va montrer dans ce paragraphe comment caractériser la convergence
étroite de mesures de probabilités grace a la convergence ponctuelle de leurs
transformées de Stieltjes.

On appelle Ck 'ensemble des fonctions continues sur R a support compact.
Etant donnée une famille Ly, de mesures de probabilités sur R, on dit qu’elle
converge vaguement vers une mesure v si pour toute fonction f € Ck, on a

[ t@hntdn) > [ rawas) .

On indiquera la convergence vague par —s.

La convergence vague est tres flexible car on dispose du critere de compacité
suivant, appelé principe de sélection de Helly (cf. [8, Appendix II, p.226],
[I7, Th. 5.19]) : de toute suite de probabilités pu, sur R, on peut extraire une
sous-suite qui converge vaguement.

Malheureusement, cette convergence peut occasionner une perte de masse :
la limite v n’est plus forcément une probabilité (on peut d’ailleurs montrer que
nécessairement, v(R) < 1).

Exemple 3. 1. 6, —— 0.
n—oo
2. Soit P une probabilité, o € (0,1) et posons p, = (1 — a)P + «d,,, alors

uni—%yé(l—a)ﬁ”
N
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etv(R)=1—-a<1.

Remarque 4. Une propriété intéressante de la convergence vague est la sui-
vante :

P, ——pu = /dePn_>—>/fdu

n— oo

pour toute fonction f continue qui tend vers zéro en £oo.

En effet, fitons e > 0 et K > 0 tel que |f(x)| < e si|z| > K, et soit xc :
R — [0, 1] une fonction continue valant 1 sur [—K, K| et zéro pour |x| > K +1,
alors

lig:s;p’/fd[?’n—/fdu
hmsup‘/fXEdPn_/szdV+/f(1_X€)dPn_/f(l_Xa)dV

n— oo

IN

25+limsup’/fx5d]}”n—/f>(sd7/

n— oo

La fonction fx. étant continue a support compact, la convergence étroite de Py,
vers v mous assure que cette derniére limsup est nulle.
Cette remarque sera utile dans la prewve du théoréme[8

Soit i, une suite de mesures de probabilités. On rappelle que u,, converge
étroitement vers p si pour toute fonction continue bornée,

[t [ tan.

On notera 2. Dans ce cas, (1 est nécessairement une probabilité (prendre f =
1g pour montrer que p(R) = 1); en revanche, on n’a plus de critére automatique
de compacité.

Etant donnée une suite u,, de probabilités, on dit qu’elle est tendue si pour
tout € > 0, il existe un compact K C R tel que

Vn>1, u([-K,K|?)<e .

La condition de tension équivaut par passage au complémentaire a la condition
suivante

VYn>1, p([-K,K])>1—¢

que l'on peut interpréter comme le fait qu’a e pres, toutes les probabilités .,
ont leur support essentiellement dans [—K, K].

Théoréme 5. Etant donnée une suite de probabilités (ttn), les deux conditions
sutvantes sont équivalentes :

1. De toute sous-suite de (p,), on peut extraire une sous-suite qui converge
étroitement,

2. La suite (p,) est tendue.
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On trouvera la démonstration de ce résultat dans [13, Th. 9.3.3] et [I7, Prop.
5.21]; on vérifiera aisément que les suite de probabilités de I’exemple [3| ne sont
pas tendues.

Exemple 6. Soit (u,) une famille de probabilités sur R vérifiant

sup/|)\|un(d)\) < 0.
Alors (un) est tendue. En effet,

sup,, [ |A\|pn (dX)
K K—oco

sup pn ([ K, K]°) < 0.

Proposition 7. Etant donnée une suite de probabilités (uy,), les deux conditions
sutvantes sont équivalentes :

1. i —— et pu est une probabilité.
n—oo
etr

2. Wy — L.
n— oo

Démonstration. Le fait que 2. = 1. est immédiat ; montrons la réciproque. Soit
K > 0tel que u([—K, K]) > 1—e. Considérons une fonction continue f, comprise
entre 0 et 1, & support inclus dans [—(K + 1), K + 1] et valant 1 sur le compact
[-K, K]. Alors

o=+ DK+ 1) = [ fdp—— [fan = -

On en déduit qu’a partir d’un certain rang, p,([—(K +1),K +1]) > 1 — 2e.
En agrandissant suffisamment le compact [—(K + 1), K + 1] pour que l'inégalité
précédente reste valable pour les indices plus petits, on démontre ainsi que ()
est tendue. Le théoreme [5| permet alors de conclure. O]

Théoréme 8. Soit (i) une suite de probabilités sur R.
1. Si i == 11, alors 9, (2) —— gu(2), pour tout z € C*.
n—oo n— oo

2. (a) si g, (z) —— g(2) pour z € D, D étant un sous-ensemble de C*
n—oo

contenant un point d’accumulation, alors il existe une mesure v de
masse totale inférieure ou égale a 1 telle que

g9(z) = / I;\(i/\z) pour z €D

v
et [y, — V.
n—oo

(b) si de plus
lim dyg(iy) = -1,

y——+o0

s t
alors v est une probabilité et ji, ——s v.
n—oo
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Remarque 9. Le théoréeme précédent sera d’un usage constant : bien souvent,
il est plus facile de démontrer la convergence de la transformée de Stieltjes de
la mesure spectrale Ly associée a une matrice aléatoire Zn que la convergence
directe de la mesure spectrale.

Preuve du théoréme[§ Montrons le premier point. Az=uz+ iy € Ct fixé,
I’application
1 A—zx . Y

A -
[ R S NP S e

est continue bornée donc par définition de la convergence étroite, on a conver-
gence de g,,, (z) vers g,(z) pour z € C*.

Montrons le point 2-(a). Considérons la suite de probabilités (u, ). D’apres le
principe de sélection de Helly, il existe une sous-suite (u,) qui converge vague-
ment vers une sous-probabilité v. Comme 'application A — ﬁ est continue et
tend vers zéro en oo, cela entraine (cf. la remarque [4]) en particulier que

[ [

quelque soit z € C*. Du fait de ’hypothése, on obtient I'identification suivante :

g(z) = V/\(E)\Z) pour z € D .

Le méme raisonnement entraine que si une autre sous-suite (u!') converge vers
v, alors la transformée de Stieltes de © est encore égale a g sur D. Par suite, les

fonctions
/ v(d\) ¢ / p(d\)
A—z ¢ A—z
coincident sur D et, étant analytiques sur CT, y coi'ncidentﬂ aussi. Par suite
v et ¥ coincident. On en déduit alors que de toute sous-suite de (), on peut
extraire une sous-suite qui converge vaguement vers v, et finalement que la suite
(tn) converge vaguement vers v.
Si de plus iyg(iy) converge vers —1, alors v est une probabilité d’apres le
point (4) de la proposition [2} La proposition [7| permet alors de conclure.
O

1.3 Identifier une transformée de Stieltjes
Etant donnée une fonction g : C* — C7, il est important de disposer de

criteres permettant d’affirmer qu’une telle fonction est la transformée de Stieltjes
d’une mesure, voire d’une probabilité.

1. On rappelle que si deux fonctions analytiques sur Ct coincident sur D, alors elles
coincident sur C*t, voir par exemple [21] Corollaire du théoréme 10.18].
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Théoréme 10 (Herglotz). Si la fonction g : Ct — C satisfait les conditions
suivantes :

1. Tm(g) > 0,
2. g est analytique sur CT,
3. il existe M > 0 telle que

9(2)] < 2

+
S Tn(s) zeCT .

Alors il existe une unique mesure positive p sur R, de masse totale p(R) < M,

telle que
_ [ u(dA)

De plus, lim, o —iyg(iy) = p(R).
4. Si de plus Im (zg(z)) > 0, alors (] —o0,0[) =0, i.e.

o(z) = /R ) ’;@Z) .

La démonstration du théoréme est en appendice

Exemple 11. Soit g(z) la transformée de Stieltjes associée & une mesure posi-
tive, finie, de support inclus dans RT, alors

1
hz)=————
2(1+g(2))
est la transformée de Stieltjes d’une probabilité de support inclus dans RT. En
effet, h est analytique sur CT. Par hypothése, Im(g(z)) > 0 et Im(zg(z)) > 0 si
z € C*, ce qui implique que

_ Im(z) +Im(zg(2)) Im(g(2))

Im(h(z)) = >0 et Im(zh(z)=—""2->0.
) = g GhED =13 )R
D’autre part,
1 1 1
|h(z)| < < < zeCt.

T2+ 9(2)] T Im[2(1+g(2))] T Im(z) ’
Enfin, on montre facilement que —iyh(iy) T> 1. Le théoreme précédent
y oo

permet alors de conclure.

1.4 La formule d’Helffer-Sjostrand

Soit p une probabilité sur R et g, sa transformée de Stieltjes. Soit f : R = R
une fonction réelle & support compact, de classe C¥t1. On introduit ’extension
[quasi-analytique ? terminologie & vérifier] suivante de f sur C* définie par

= (@)’
£=0
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ol x : R — [0, 1] est une fonction paire C* telle que

x(y)=1 pour 0<y<7n; x(y)=0 pour y>1.

L’extension (6.1) s’étend naturellement, si besoin est, au cas ol y < 0.
On notera indifféremment ®5(f)(z,y) ou ®,(f)(z) avec z = = + 4y. Ainsi,

_ o® 1 .

g () = P - 2 o) o)
oﬁaz:%etayza%.
Propriétés 12. — L’évaluation de @i (f) sur l'axe réel donne

P (f)(2,0) = f(x) .

— Le support de @y (f) est inclus dans suppf x [0, 1].
— Un calcul élémentaire lié au fait que x(y) est constante lorsque x+ 1y est
proche de Uaze réel (y < n) montre que

5 _ @) e
9 (1)) = W0y oy <y (1.3

Proposition 13. Soit f : R — R de classe C**1, avec k > 1, a support compact
et Dy (f) son extension donnée par (6.1), alors

[ s = Zke [ Fou(7) e i) dedy

Remarque 14. Pour une fonction f € CKTY(R), lidentité d’Helffer-Sjostrand
est valable pour toute extension @o(f) de f d’indice £ compris entre 1 et k. Plus
Uextension ©y(f) a un indice £ élevé, meilleure sera la convergence vers zéro de
0®(f) lorsque z s’approche de la droite réelle, en vertu de la propriété

i k
Foe(f)lwy) = DL D)y

Ceci est particulierement utile lorsqu’on veut comparer

[ fan- [ sav

a partir d’une estimée sur la différence de leurs transformées de Stieltjes du type

1

9u(2) = gu(2) o m .

La régularité de f permettra alors de compenser la divergence de g,(z) — g, (2)
pres de l'axe réel :

9 _
[ rdu= [ sav=2re [ o T (00— 0)C) ey

m
Y fED(@)
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[formaliser la remarque précédente sous la forme d’une proposition]

Remarque 15. L’application de l'identité d’Helffer-Sjostrand a la mesure em-
pirique des valeurs propres d’une matrice hermitienne donne

if()v):QRe/ 304 (f) (2, y)gn(z + iy) do d
i 7 = Rx]0.00( k »Y)9n Y Yy .

[expliquer comment on peut glisser une espérance a l'identité précédente]
Démonstration de la proposition[83 On montre facilement, en utilisant (6.2,

que
1

Az, y) — g@k(f)(xay)m

est bornée sur R x RT. Le théoreme de Fubini entraine alors que

/ 304 (1) (2, y) g + iy) da dy
Rx]0,00[

= 1
:/R”(M{/Rx]o,w[a@k(f)(x’y)k—w—iy dxdy} :

Comme y——— est la transformée de Stieltjes de la mesure de Dirac en A, il
suffit d’établir la formule d’Helffer-Sjostrand pour une telle mesure, soit :

2 = 1
fx :fRe/ 0Pk (f)(z,y) ———— dxdy 1.4
W=Re [ BN (14)
et d’utiliser ’argument du théoréeme de Fubini ci-dessus pour conclure. Montrons
la formule pour la mesure de Dirac en zéro :

2 0u(/) (2,)
f(0)= WRe/Rx}o,oo[ 1 iy dx dy (1.5)

la formule (6.3) suivra alors par simple changement de variable.
Dans la suite, on note simplement ® au lieu de ®4(f). On a :

00(x,y) 10,2440,  120,®+y9y® + i (20yP — y0,P)

x+ iy 2 x+iy 2 2 +y?

On passe aux coordonnées polaires :

{ T = 1rcost

y=rsing ’ dedy = rdrdf , {xER {TE]O’OO[

y €]0,00]
Soit ® = ®(rcos b, rsinf), alors

Or® = 0500, +sin00,® = 10, =2x0,P+y0,P .
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De méme,

0p® = —rsinf0, P +rcos00,® = 0P = —y0,P + x0yP ,

et _
00(z,y) 1 {8T<I> ,89@}
2 = T i
T+ 1y 2 r r2
soit
Gl 1 ) [}
/ dedy = 7/ {8T —l—iaez}rdrde
Rx]0,00] LY 2 Jjo,00[x]0,7] L T T
1 ] ]
- f/ a,.cpdrde+3/ L
2 J10,00[x70,7] 10,00[x]0,x[ T

;/]0 ﬂd@[@(rcos@,rsin@)]:zgo +;/]O ﬁ[@(rcos&rsin(‘))}gig

,00[ r
T g f(=r) = f(r)

r

On obtient finalement bien le resultat escompté :

2 0%1(£)(2,9)

- dzdy = f(0) .
m Rx]0,00] L T 2Y ©)

1.5 Distribution de Marcéenko-Pastur

On a mentionné le fait que I'une des approches possibles pour démontrer le
théoreme de Macenko-Pastur est de considérer la convergence de la transformée
de Stieltjes associée a la mesure spectrale. Il est donc important de bien savoir
décrire la transformée de Stieltjes de la limite escomptée. C’est 'objet de ce
paragraphe ot on étudie la transformée de Stieltjes gyp associée a la distribution
de Marcenko-Pastur.

On note /z la branche de la fonction racine définie pour z = pe® | 6 € (0, 27)
par

Vz=pett e (0,2n). (1.6)
On remarque qu’avec cette définition, /2 coincide avec la branche principale de

la fonction racine lorsque 6 € (0, 7) et avec 'autre branche de la fonction racine
lorsque @ € (m,2n). En particulier, soit € R et 2 > 0. Si z = ze?* alors

Vz—— et Vi—— —/x.

00 0,2

La fonction z — /z ainsi définie est analytique lorsque 6 € (0, 27).
Etant donné ¢ > 0, 02 > 0, on note

A =0 (1-ve)? et AT =021+ 0c)?.

Enfin, on note z; = max(z,0).
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Théoréme 16. Soit z € CT, ¢ >0, 02 > 0 et le trinéme du second degré
20’ X? + [z+0%(c—1)] X +1=0. (1.7)
On considére la solution suivante du trinéme

gMP(Z) = _[z—’—o- (C_ 1>];;;§£2_/\+)(Z_/\_) ; FAS (CJr )

ot z +— \/z est définie par (1.6). Alors

1. Dapplication z — gyp(2) est Uunique transformée de Stieltjes solution du
trindme pour tout z € C* ; c’est la transformée de Stieltjes d’une mesure
de probabilité.

2. L’application z — gy;p(2) est la transformée de Stieltjes de la distribution
de Maréenko-Pastur, notée Py;p, et définie par

AN —A)

2meo? )\

PMP(d)\) = <1 — i) do(dN) + \/( 1[)\7’/\+]()\) dX .

+

3. Si2eCr,zeR, x> A", alors

A [zt (c—D]+ /(@ - A)(z—-X)

9nrp(2) o gnp(®) = Yro2c

et gyp(x) est solution du trinéme (1.7) ot z a été remplacé par x.
4. Siz2€Ct,zeR\{0}, z <\, alors

giip(2) — guple) & EFTLZ 1>]2—m¢2£x—x+)<x—x—)

et gyp(z) est solution du trinéme (L.7) ot z a été remplacé par x.

Remarque 17. Dans la suite, on se référera souvent a l’équation (1.7)) comme
étant l’équation canonique de Marcenko-Pastur.

Démonstration. On démontre le premier point.
D’abord l'unicité. Soient g et g deux transformées de Stieltjes solutions de
(1.7). En soustrayant les deux égalités correspondantes, il vient

(9—39) (2c0®(g+3) +2+0%*(c—1)) =0.

Les fonctions g et g étant des transformées de Stieltjes, la quantité z(g + §) est
bornée sur C*. En particulier, pour |z| assez grand (disons |z| > A), la quantité
2c0?(g+ §) + z + o%(c — 1) est toujours différente de zéro. Cela entraine g = §
pour |z| > A. Les fonctions g et g étant analytiques sur CT, elles y coincident
donc.



30 CHAPITRE 1. TRANSFORMEE DE STIELTJES

Montrons maintenant que gyp, solution de ([L.7), est une transformée de
Stieltjes. Le calcul du discriminant du trindéme donne

[z + 0 (c— 1)]2 —dzco? = 22 —20%(1+c)z+ o' (c—1)?
= [z—02(1—|—c)}2 — 4eot
= [z=c*(1+2Vc+0)] [z =0 (1—2Vc+0)]
(z—)ﬁ') (z—)\_) .

Si z € CT, alors les arguments des nombres complexes z — AT et z — A~ sont
strictement compris entre 0 et 7 ; 'argument du discriminant (z — A1) (z — A7)
est alors strictement compris entre 0 et 27 et par le choix de la branche
de la racine carrée, celui de sa racine est strictement compris entre 0 et 7. En
particulier,

Imy/(z = A)(z— A7) >0.

On remarque en particulier que du fait de I'analycité de la branche choisie de
la racine, le discriminant est analytique sur C*. Considérons la solution

—[z+02(c—1)]+/(z=AT)(z— )
2c0%2 '

guip(2) =
Celle-ci est aussi analytique sur CT et s’écrit

(z=AT)(z=A7) = [z +02(c— 1)]2

) =

e 2c0%z (\/(z—)\+)(z—)\—)+ [z + o%(c— 1)])
—4co?z

202 <\/(z — M) (z=A")+[z+02%(c— 1)})

2
- _\/(Z—Aﬂ(z—)ﬁ)+[z+02(c_1)] : (1.8)

Soit D(z) le dénominateur ci-dessus; alors si z € C*

ImD(z) = Im\/(z—A) (z— A7) +Im(z) > 0.
>0 >0

Par suite, |gyp(2)] < ﬁ et

—2[ReD(z) —ilm D(z))

e C*.
Re?D(z) + Im?D(2)

Iup(2) =

Ainsi gyp est la transformée de Stieltjes d’'une mesure positive sur R. Toujours
grace a la représentation (|1.8)), on montre facilement que

i dvae (i) — 1
gl iygyp (iy) ,
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ce qui nous assure que la mesure dont gyp est la transformée de Stieltjes est
une probabilité, que I'on notera Pyp.

On montre maintenant les points 2, 3 et 4 du théoreme.

Soit & €]AT, 0] et z € CT, z — x. Alors

[z =AN)(E=AT) = (@ = A)(@ - A7)
et Arg(z — AT)(z — A7) \, 0. Ainsi,

V(E =2z = A7) — V(@ = AF)(z - A7)

et

ot o= D]+ /=)

2x0?c

gy (2) — gyap () =

Comme il est d’autre part immédiat de montrer que gyp(z) est solution du
trinéme quand x remplace z, cela entraine le point 3 du théoreme.

Soit 2 €] —00, A" [, z # 0 et z € C™ tel que 2 — . Un raisonnement similaire
entraine que Arg(z — A1)(z — A7) 7 27, Ainsi,

ViE=2Az=A) — —/(z =)z - 1)
zZ—x
Le point 4 en découle facilement.
On a montré en particulier que la limite de gyp(z) lorsque z — x et = €
R*\ [A\7, AT] est réelle, ce qui entraine

1
—Im gyp(z) — 0. (1.9)
T

Z—x

Calculons maintenant Py;p ({0}). Par propriété des transformées de Stieltjes,
on a

Py ({0}) = ;1{% yIm(gyp (7y)) -

Notons que \/(zy — M) (iy — A~) converge vers —v At A~ quand y — 0. Il vient

—(iy+o%(c—1)) — VAtA~ +o(y)

gMP(Zy) = 2C0'2'l:y
et
c—1 VAt 1 1 1 1
Im (gy0p (i S (S I QU
yIm (gwp (#)) N0 2c T 20 2 {( c) +‘ c } ( c>+ ’
soit

Pyp ({0}) = (1 - i>+ : (1.10)

Déterminons maintenant la densité de Pyp sur le segment JA~, AT] (on exclut
A~ qui peut valoir zéro). Soit x €]A",A\T] et z € CT, z — x. Alors

|z=AN)E=-AT) — AT —2)(@—A") et Arglz—A")(z—A") — 7.

zZ—T zZ—x
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Par suite,
VE=—E=3) 2 iV =)= 3)
et -
~Im gy (2) — VA 2_07‘":0)_2‘";”_) . (1.11)

On peut d’autre part facilement borner la transformée de Stieltjes gyp sur tout
ensemble de la forme [a,b] x [0, ] on

[a,b] C ]—00,0[U]J0,AT[U A", 00]. (1.12)
En utilisant les convergences (|1.9)) et (1.11) et le théoréme de convergence do-

minée, il vient

/ £ (@) Py (dz) = / f(x) Yot -2 -2,

2crolx

pour toute fonction f & support compact inclus dans [a, b] qui vérifie (1.12]). En
combinant ce résultat avec ([1.10]), on peut maintenant complétement décrire la
fonction de répartition de Pyp.

O

1.6 Exercices

Exercice 1 Soit (z;,7 > 1) une suite de vecteurs centrés i.i.d. & valeurs RY de
matrice de covariance Ex :rlT = Rn.Onnote X,, = [z1 - - - z,] la matrice de dimensions
N X n.

1. Montrer que presque stirement

1 1<
T T
—XnXy=— E r,x; ——— Ry .
n n 4 7 n—oo, N fixé
=

2. En déduire que presque siirement Ly — LT olt Ly est la mesure spectrale de
%XnXZ et LT, la mesure spectrale de Ry. (Indication : on pourra montrer que
A £Tr(A—2I)"" est continue).

3. Exprimer L¥ en fonction des valeurs propres de Ry .

4. Quelle est la mesure spectrale de Ry = o2In ? En déduire la limite de Ln
dans ce cas.

Exercice 2

1. Soit f la transformée de Stieltjes d’'une mesure p sur R. Montrer alors que la
fonction g(z) = — (z + f(2)) " est la transformée de Stieltjes d’une mesure de
probabilité v. En déduire que |z + f(2)| 7' < S(z)~! pour z € CT.
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2. Soit f la transformée de Stieltjes d'une mesure p sur R (u(—o00,0) = 0).
Montrer alors que la fonction g :

1
1= Tt

est la transformée de Stieltjes d’une mesures de probabilité v. En déduire que :

a>0,

&
S(z)

VzeCt.

e <

T+ af(2)

Le support de v est-il inclus dans R* ?

Exercice 3 (TS DE LA SYMETRISEE DES VALEURS SINGULIERES) Soit p une mesure
positive sur Rt de masse totale finie u(R") = x. On définit la mesure v sur R™ par

[ tawtdn) = [ 1 (V) u(a

pour toute fonction f continue bornée.
Soit 7 la symétrisée de v définie sur R par

Lo =3 { [ s@ v+ [ 1o van)

pour toute fonction f continue bornée.
1. Calculer, dans le cas o p = % >, dz;, les mesures v et D.
2. Si myu et my sont les transformées de Stieltjes associées aux mesures p et 7,
montrer que
ms(z) = 2zmu(2%), zeCth.
Soit A une matrice n X n et p la mesure spectrale de AA*.

3. Exprimer la transformée de Stieltjes de la mesure spectrale © associée a la

matrice
0 A
r= (4 0)

en fonction de la transformée de Stieltjes de p (indication : on pourra utiliser
les formules d’inversion par blocs de la proposition @)

Exercice 4 (TRANSFORMEE DE STIELTJES DE LA LOI DU DEMI-CERCLE) Dans la
suite de ’exercice, on considérera la branche suivante de la racine carrée, définie sur
C\R™ par

. Q . .
Vz=+retz si z=re .
On rappelle alors que z — /z définit une fonction analytique sur C \ R*.

1. En analysant 'argument de (z — 2)(z + 2) pour z € C", montrer que z +
V22 — 4 est une application analytique de C* dans C*.

2. Pour z réel, on pose x4+ = max(z,0). Soit z = x + iy € C*, montrer que

lim V22 —4= 4 —x2), .
2€CT,S(2)10 \/ \/( )+
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On considére m(z) solution de I’équation X2 + zX + 1 = 0 définie par

-2+ V2?2 —4

m(z) = 2

3. Montrer que m(z) est la transformée de Stieltjes d’une mesure positive u dont
on précisera la masse totale.

4. Montrer que pour z =z + iy € CT,

1 1
lim - i) = — /(4 — 22), .
ylfgﬂxfm(wﬂy) o (4—22)4

5. En déduire que p(dx) = i\/de



Chapitre 2

Compléments d’algebre
linéaire

Le théoreme spectral est supposé acquis.

2.1 Décomposition spectrale et résolvante

On notera I la matrice identité (en indiquant parfois sa dimension I = Iy).
Soient @ = (a1, ,an)T et b= (b1, -+ ,by)T deux vecteurs de dimension N,
alors ab® = (a;b;) est une matrice n x n de rang 1 et a*b = Zfil a;b; est le
produit scalaire usuel de a et b.

Etant donnée une matrice hermitienne A de dimensions n x n, on considere
sa décomposition spectrale

A=UAU*
ot U est unitaire (UU* = U*U = I) et A = diag()\;) est diagonale, d’éléments
diagonaux les valeurs propres de A. Alors Q(z) = (A — 2I)~! [bien définie!]
admet la décomposition spectrale

Q) =UA—zI)"'U" .

On remarque que Q(z) n’est pas hermitienne car ses éléments diagonaux ne sont
pas réels; on note que Q*(z) = Q(Z). On note (u;) les vecteurs colonne de la
matrice unitaire U, alors u; est le vecteur propre associé a \; et A s’écrit

N
=1

(on vérifiera bien que Au; = \ju;).

35



36 CHAPITRE 2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Exemple 18 (Identités utiles). La décomposition précédente entraine

N N
Q) =2 5wl QG =) jguul, QEQE =2 50
i=1 i=1 =1
Soit x un vecteur N x 1, alors
' Q(z)xr = i TULT i s
- o N 71‘:1 Ai—z
N |x*u;|?
[Q@)el? = @'QErQEm = 3,

Proposition 19 (Identité de la résolvante). Soient A et B deux matrices N x N
inversibles, alors
At -pl=-AYA-B)B.

La démonstration est immédiate.
[rajouter quelques formules de différentiation de la résolvante par rapport
aux entrées de la matrice A]

2.2 Norme spectrale

Etant donné un vecteur @ de dimensions N x 1, on note ||al| sa norme

euclidienne :
N 1/2
Jall = (zw) |
i=1

Pour une matrice A de dimensions N x N, on note ||A| sa norme spectrale :
| A]| = max {\ﬂ, A valeur propre de AA*} .

Etant donnée que les notations entre norme euclidienne et norme spectrale sont
identiques, 'ambiguité est levée en analysant I’objet dont on prend la norme :
si c’est un vecteur, alors il s’agit de la norme euclidienne alors que si c’est une
matrice, c’est la norme spectrale.

Proposition 20. Etant donnée une matrice A de dimensions N x N, alors
1o [|A*] = (Al

2. Si A est hermitienne alors ||A]| = max{|\|, A valeur propre de A}; en
particulier,

[|AA*|| = max{\, A valeur propre de AA*} .
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3. On a ||All = max{||Au||, ||u|]| <1} et en particulier
[Az|| < [|A] x ||

pour x € CN.
4. On a ||A|| = max{|u*Av|, ||lu| <1, ||v|| <1} et en particulier
2" Ay| < [[A]| < [lz]l x [lyll

pour x,y € CN.

5. Soient A et B deux matrices de dimension N X N, alors
[AB| < [|A]l x [|B]| -

6. Soit A une matrice hermitienne, semi-définie positive et B quelconque,
de méme dimensions, alors

Tr (AB)| < [|B[[Tr (A) .
En particulier, si B est une matrice N x N alors |Tr (B)| < N||B||.

Démonstration. 1. Si A est une valeur propre non nulle de AA*, alors c’est
aussi une valeur propre de A*A. En effet, soit u # 0 le vecteur propre
associé alors

AAu =X u = A"A(A%u)=A\A"u)
et nécessairement A*u # 0 (sans quoi A serait nulle). Par suite,

| A max{v\, A valeur propre de A*A} ,

= max{V\, X valeur propre de AA*} = ||A] .

2. Le théoreme spectral nous donne
A=UANU* = AA*=UNU".

On en déduit donc que si A € sp(A) alors A\? € sp(AA*) et si A\? €
sp(AA*), alors A ou =\ € sp(A), d’ott le résultat. En particulier, on a
[|AA*|| = max{A , X valeur propre de AA*}.

3. On a vu que ||A|| = max{v/X, X valeur propre de A*A}. Appelons Apax
la plus grande valeur propre de A*A. Alors

Amax = Sup |1¢A*A$|: Sup ||A$H2
llell<1 lell<1

(on montre 'inégalité < en particularisant x et en le prenant égal au vec-
teur propre unitaire associé & A\pax, et I'inégalité > a ’aide du théoreme
spectral). L’égalité demandée en découle vu que ||A|| = v Amax-
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4. On a [[Az|| < supjy<; [y*Az|. En effet, il suffit de prendre y = ”f‘—;u.
D’autre part,
x*A* Ax
ly* Az|* = 2" A"yy" Az = || Az|® oyt < Az lyy” |
[Az]| 7 || Az|

Or la matrice yy* est de rang 1 dont la seule valeur propre non nulle est
lly||?. Par suite,

sup{ly*Az|, |lz]| <1, |yl <1} <sup{[[Az|x|yl, lz[| <1, [y <1} = [A]

5. On a
|AB| = max{|y"ABz|, ||| <1, |ly]| <1},
< max{[|[A%y| x [ Bx|, [lz] <1, [y <1},
= max{||Bz||, |lz]| <1} x max{[[A"y[, [lyll <1}
= (Al < Bl .
6. Le théoreme spectral donne A = UAU* avec A matrice diagonale a

entrées positives, soit A = >""" | A\;u;uf. On a donc

trace(AB)| = | > \ju; Bui| <Y || B|| = trace(A)||B]| .
=1 i

En particularisant A = Iy, on obtient la deuxieme inégalité.
O

Exemple 21. Soit A une matrice hermitienne et Q(z) = (¢;5(2)) sa résolvante,
alors

zeCT .

1Q()] <

v lai(2)] <

Im(z) Im(z) ’

En effet, les valeurs propres de Q(2)Q*(2) sont |\; — z| 72, toutes majorées par
Im(z)~2. Cela entraine la majoration de la norme spectrale de la résolvante.
Le point []] de la proposition précédente permet de conclure en considérant les
vecteurs (e;) de la base canonique car efQ(z)e; = ¢;;(2).

2.3 Identités matricielles
Proposition 22 (Identité de Woodbury). Soit A une matrice N x N, U une

matrice N X k, B une matrice k X k, V une matrice k x N. On suppose que
tous les inverses matriciels considérés existent, alors

(A+UBV) ' = A =AW (B +VA D) ' VAT,
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Remarque 23. Comme B est une matrice k X k, la matrice UBV est une
matrice de rang (au plus) k et A+ UBV est une perturbation de rang k de la

matrice A. De méme, la matrice (B’1 + VA’lU)f1 est de rang k. L’identité
de Woodbury exprime le fait que l'inverse d’une perturbation de rang k de A est
une perturbation de rang k de la matrice A71.

Démonstration. On a

(A+UBV) (A= A'UMB ' +VAT'U) VAT
= [+UBVA' ~UB'+vA' U 'VA —UBVAT'UB  +VATIU) VAT
= I+U[B-(B'+VA'U) ' =BVA'UB '+ VAU vAT!
= I+UB[I-B (B '+VA'U)' —vA'UB ' +VATIU) VAT
= I+UB[I- (B '+VA'U)B '+ VAU VAT
= I+UB[I-IIVA™!
I.

O

La spécialisation de l'identité de Woodbury au cas d’une perturbation de
rang 1 nous sera particulierement utile :

Corollaire 24 (Identité de Sherman-Morrison). Soit A une matrice N x N
et u,v deuxr vecteurs de dimension N x 1. On suppose que tous les inverses
matriciels considérés existent, alors

_ A lyv*A~!
A LA o Sl
(A+uv?) 14+v*A-1u
De plus,
_ *A 2y
Tr (A O I ' o S L
(A+uv?) 1+v:A-1u’
_ 1
Atuwo)Tuw = oA e

Exemple 25 (Perturbation de rang 1 pour la résolvante). On considére les
résolvantes

Qz) = (Zykyzsz> et Qi(Z)—(ZykyZzI) :
k=1

ki

ot les (y;) sont des vecteurs aléatoires a valeurs CV | i.i.d. L’identité de Sherman-
Morrison nous donne
=Q,; AL AL Al
1+ yiQi(2)y;
D’un point de vue probabiliste, l'intérét du membre de droite réside dans le fait
que le vecteur y, est indépendant de la matrice Q;(z).



40 CHAPITRE 2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

On s’intéresse maintenant a l'inversion par blocs d’une matrice carrée. On
considere la matrice M de dimension N x NN, partitionnée selon les blocs :

A B
v=(&5)

les blocs diagonaux A et D étant carrés. Si ces blocs sont inversibles, on introduit
les quantités :

Sa=D-CA'B et Sp=A—-BD'C,

appellées compléments de Schur de A et D dans M. Les compléments de Schur
Sa et Sp apparaissent dans la diagonalisation par blocs de la matrice M :

[—0{4‘1 ﬂ [é g} [é _A;B} = [61 SOJ (2.1)

et

I -CD7 'l [A B I of  [Sp O

0 1 ¢ D| |-D7'B 1| — 0 D| -
Ces identités permettent alors d’établir les formules d’inversion par bloc sui-
vantes.

Proposition 26 (Formules d’inversion par blocs). En supposant que tous les
inverses considérés existent, l'inverse de la matrice M est donné par la formule

M-l - A"+ ATIBS'CATY —ATIBS !
- -S;lcAat Syt

qui fait intervenir le complément de Schur Sa4. On obtient une formule similaire
en utilisant Sp :

u-lo— Syt -S;top!
~ |-D7'BS,' D'+ D 'BS;'CD?

Démonstration. On montre la premiere identité. L’équation (2.1)) nous donne
immédiatement

y-l - [T -ATB] AT 0 I 0
— o I 0 S,' |[-cAt 1]

11 suffit alors d’effectuer le produit matriciel pour obtenir le résultat annoncé. [J

La formule d’inversion par blocs, combinée a 'identité de Woodbury, va nous
permettre d’obtenir une expression d’un élément diagonal ¢;;(z) d’une résolvante

Q(2).
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Proposition 27 (Expression d’un élément diagonal de la résolvante). Etant
donnée une matrice ¥ de dimensions N x n, on dénote §; la iéme ligne de ¥ et
Y, la matrice ¥ privée de sa ligne €;, de dimensions (N — 1) x n. Soit Q(z) la
résolvante Q(z) = (XX* — 2I)~! = (¢;5(2)). Alors

1
(& (SN - 2D) )

qi(z) = 1<i<N.
Démonstration. Raisonnons sur ¢;1(z) et notons ¥; la matrice ¥ privée de sa
premiére ligne. En remarquant que X¥* = (€,£]), on obtient

§i€1— 2 &€ §i€n
) 6.8
XY —zIy = .
. 21 ET — ZIN,1
Enél
En appliquant la proposition on peut obtenir une expression du premier
élément diagonal de la résolvante Q(z) = (¥X* — zI)~! = (¢;5(2)) :

1
68 — 26T — D) I

Appliquons maintenant la formule de Woodbury (proposition en particula-
risant

q11(2)

A=—zI, U=%}, V=%, B=1,

il vient

—1
ervsim = (D) (s (D) men) s (D).
z z z z

soit finalement
—2(B58 —2D) Tt =T - 2558 - 2D) 7Yy

et
1

(14 & (8 — 2D) g

Q11(2’) =

2.4 Inégalités matricielles

Soient wu,(z) et v,(z) des suites de fonctions définies sur C*. On notera
U, = O, (v,) pour signifier qu'’il existe K > 0, p,q € N tels que

217
[un ()] < K gy lon(2)

pour n assez grand.
La proposition suivante sera particulierement utile dans la suite.
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Proposition 28 (Inégalité de perturbation de rang 1). Soit A une matrice
N x N hermitienne, B une matrice N X N quelconque et & un vecteur (colonne)
de CV, alors

- - B”
Tr B(A + xx* — 21 I _TrB(A-20)"1 < ” .

En particulier, si B = By est de norme spectrale uniformémemnt bornée en N,
alors

Démonstration. En utilisant le corollaire [24] (identité de Sherman-Morrison), il
vient
x*(A—2zI)"'B(A—zI) 'z

Tr B(A )P —TrB(A—z)"t = —
r B(A+ zax® — zI) r B( 2I) o (A—20) 'z

Posons Q(z) = (A — 2zI)~!. On a alors
|2"Q(2) BQ(2)|

Tr B(A 2P —TrB(A—2I)7! (2.2
I S ErEr
La décomposition spectrale A = E?:l Aiu;ul entraine (cf. 'exemple :
. o |zuil?
Im (1 +2*Q(2)x) = Im(z); o (2.3)
car
N |z ;] N |z ;]
i=1 =1
D’autre part,
N |.’B*’U,|2
[2"Q(2)BQ(2)m| < ||B|| x [[Q(z)z| x [[Q(z)=| = |B]| Zm :
i=1 """
Soit finalement,
- - B x [|[Q(z)z|| x [|[Q(z)=|| B
Tr B(A *—II—TBA—11<” = :
O

2.5 Calcul fonctionnel pour les matrices hermi-
tiennes

Etant donnée une matrice hermitienne A de dimensions nxn, de décomposition
spectrale U*AU ou A = diag(\;) et une fonction f continue & support compact,
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on définit la matrice f(A) par

Remarque 29. En considérant la mesure empirique des valeurs propres L, =
% Zi\il dx,, on obtient une expression alternative pour [ fd Ly, :

Ly (d *1N )r*lT A
Lo = $3500 = ).

On remarque alors que, si la fonction f est suffisamment réguliere (f €
CF+1(R)), la définition de f(A) est compatible avec la formule d’Helffer-Sjostrand.
En effet :

f(A1) 0
fa) = U* U
0 f(An)
Re{%} 0
= gU*/ dxdyU
™
- 0 Re {2201
- ! 5<I>k(f)(z)U*(A—zI)*lwady—kl 001, (f)(2)U*(A — 2I) 71U da dy
™ Cc+ ™ C+

Cela permet d’obtenir une expression alternative de la matrice f(A) a laide de
I'extension @ (f) et de la résolvante (A — zI)~! :
1 = 1 _
fla) = = 0P (f)(2)(A =z dady + — 00, (f)(Z)(A -zt dady .
™ Jo+ ™ Jo+
Proposition 30. Soit X une matrice N X n a entrées complezes et f : R — R
une fonction de classe C3 a support compact. On pose

AZO—QXX*.
n
Alors
o {1Trf(A)} ~ 2 X
X1 | N Nn ke
0 {1Trf<A>} ~ 2 xepa)
0Xpe | N Nn o

ot f' représente la dérivée de f par rapport a x.
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Démonstration. Notons g,(z) = & Tr (A — 2I)~", alors

LT F(A) = 2Re [ 30a(7)(2)gn(2) drdy
Vs c+

Du fait que [g,(2)| < y~' et que dPy(f)(2) = —y?fB3)(x)/2 pres de I'axe réel,
Iintégrande est uniformément majoré en Xy, et le théoreme de dérivation sous
le signe intégral nous donne :

gn (E)

0 _[1 L[ 5 9ga(2) Lo
D {NTrf (A)} = /C L 00)) T dwdy+ [ a(1)(2) " dwdy

= S | 992(PEIQ )X ke d dy

Remarquons que
. 0 ,
Q) = Qi) = - Qo+ iy)

En effectuant une intégration par parties (selon la variable x), il vient

[ 00Nk drdy = - [ 60a()(2)Qu () drdy
soit finalement

a 1 02 2 B )
aXM{NTrf(A)} = anzi:XwRe/(m&I)g(f)(Z)Qki(z)dxdy,

= ;—1 Z Xiel f'(A)]rs

= _— / A X .
o ()X ke
Un calcul similaire nous permet d’obtenir la deuxieme identité de la propo-
sition. O

2.6 Exercices

Exercice 1 Retrouver, a partir de la formule d’inversion par blocs, 'identité de
Woodbury.
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Estimation de variances

Soient u,(z) et v,(z) des suites de fonctions définies sur C*. On notera
u, = O,(v,) pour signifier qu'il existe K > 0, p,q € N tels que
|2[”

|un(2)] < KM [vn(2)]

pour n assez grand.

3.1 Inégalité d’Efron-Stein

L’inégalité d’Efron-Stein est particulierement efficace pour obtenir des bonnes
estimations de variances dans un contexte de grandes matrices aléatoires. Elle
ne nécessite pas de connaitre I’espérance de la fonction dont on cherche a estimer
la variance.

Proposition 31. Soienty1,- -+ ,y, n vecteurs aléatoires indépendants & valeurs
RY, et yy, -,y n vecteurs de méme loi que les (y;) et indépendants d’euz. Soit
=71, - ,yn) de carré sommable et

f{ = f(y1,- - ayi—lyygayi+17"' +Yn) -
Alors
n 1 n
var fys, o) < D BIf—Egy [P = 5 Y EIf = fi*,
i=1 i=1
ou ;) représente 'espérance conditionnelle par rapport auz variables yx, k # 1.

Démonstration. On introduit la filtration suivante Fo = {0, Q}, F; = o(y1, -+ , ¥:)
et D'espérance conditionnelle associée E; = E(- | F;). En remarquant que
f=E,fetEf=Eqf, ona

f-Ef=> (Bif —E,1f),

=1

45
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soit
n

E(f-Ef)?= EE:f-Ei1f)*+2> EE:f—Ei1f)E;f—E;1f).

i=1 i<j
En remarquant que E; f et [E;_; f sont F;_;-mesurables, on obtient
EE:f—Ei1f/)E;f —E;-1f)
EE; 1 [(Eif —Eia f)E;f —E;j1f)]
E[E:f —Eivf) Ej(E;f —E;-1f)],

=0

soit finalement .
E(f-Ef)?=) EE:f-Ei1f).
i=1
On exploite maintenant le fait que les vecteurs (y;) sont indépendants, chacun
de loi p;. On a, pour : <n —1,

Bif = [ fn ) T] ).

k=it+1
soit

Eif —Eiaf = / I reldye) [f(yh--- 7yn)—/f(y1w-~ sYn)pi(dyi) |

k=it 1
= Eif-E f).

En utilisant I'inégalité de Jensen par rapport a l’espérance conditionnelle E ;,
on obtient finalement

EE:f —Ei-1f)? E(E(f-Eif)?)

EE,(f—Eif)? = E(f—Eg f)?.

On montre d’autre part facilement que

IN

E(f B /) = 5E(f ~ £ (31)

En effet, comme Eg;y f = Eg;y f] et que les variables f et f; sont indépendantes
conditionnellement aux yy, (k # ¢), on a

E(f—f)? = EEi«(f-Euf+Ewfi—f)°
= E(vargy (f) +vargy (ff)) = 2Evarg (f)
= 2E(f—Eg f)?,

ce qui établit (3.1]) et acheve la preuve.
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Notations

Etant donnée une matrice X de dimensions N X n, a entrées centrées et
ii.d., on pose Yy = ﬁXN et on note y; la i-ieme colonne de Yy, soit

&7[ ]
\/ﬁ—ylv yYnl -

On introduit les notation suivantes :

-1 n -1
Qz) = (:LXNXJ*V - zI) = (Z YiYi — ZI> 7
k=1
-1
(Zyky;; - ZI) )

ki

Yy =

Qi(2)

ainsi que la transformée de Stieltjes de la mesure spectrale de Yy Y7y :
1

g(z) = TEQE).

On note E;, l'espérance conditionnellem par rapport aux vecteurs {y,;k # i}
et varg;y , la variance conditionnelle correspondante.

3.2 Estimation de la variance d’une forme qua-
dratique

Proposition 32. Soit A une matrice n x n déterministe, et  un vecteur n X 1
dont les composantes x; sont des variables aléatoires i.i.d., centrées, de qua-
triéme moment fini, alors

(3my + 6m3) Tr (AA*) |

var (x*Az) <
< 9my Tr(AA")

ot mg = E|z1|? et my = E |z1]*.

Démonstration. Appliquons I'inégalité d’Efron-Stein & f(z1, -+ ,2,) = **Ax :
et an) = |22 Ay + 7 ZIéAM + x5 ijAki + Z TraeApe
i#i ki ke i
soit
F= 1= (2> = |25%) Aii + @ — 7)Y wedie+ (@ — 2)) Y TApi - (3.2)
t4i ki

1. L’utilisation de l'espérance conditionnelle E;;; revient a ne calculer l'espérance
Eg f(y1,- -+ ,y,) que par rapport au vecteur y; et & considérer les autres vecteurs y;, comme
des constantes.
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En utilisant successivement les inégalités élémentaires
(a+b4+c)? <3(@*+b*+c?) et (a+b)? <2(a®+b?)

pour a,b et ¢ positifs, on obtient

2 2
E |f — f;|2 < 6m4|An|2 + 6mslE Z.TgAig + 6msE kaAki
0#1 k#i
= 6m4|A“|2 + 12m§ Z ‘AM|2
£
14
<

6ma > [Aiel® +12m3(AA");; = (6my + 12m3)(AA%);;.
4

Il suffit maintenant de sommer sur ¢ et diviser par 2 pour obtenir le résultat
annonceé. O

Remarque 33. Posonsy = % et supposons que la norme spectrale de la suite

de matrices A = A,, est uniformément bornée. Alors la proposition précédente
entraine que

var (y*Ay) = O <”An”2> .
On suppose de plus que E|z;|* = 1. En remarquant que E (y*Ay) = %Tr (A4),
cela entraine en particulier que y*Ay — %Tr (4) ﬁ 0, ou P, représente la
convergence en probabilité.
Le corollaire suivant sera d’un usage constant dans la suite :

Corollaire 34. Soit X une matrice N xn dont les entrées sont i.i.d. centrées,
de quatrieme moment fini, et y,, Q; tels que définis en section . On suppose
que Nn=' — ¢ >0, alors

N 1
varg;y (y; Qiy;) = O- <n) :

On remarque que le terme de droite est déterministe (bien que celui de
gauche dépende a priori des entrées de Q).

Démonstration. 1l suffit de particulariser le résultat précédent :

E|X11]? E| X4 1 1
= = t —TrQ;QF <
2 n n? “ N T < Im?(2)
pour obtenir que
K

vargy (Y7 Qiy;) < Im2(2)
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Remarque 35. Parfois, [’estimation de la variance ne suffit pas et il est nécessaire

de "monter en moments” et d’obtenir un controéle de quantités du type
E |z*Az — Tr A" .
Le lemme de Bai et Silverstein [3, Lemma B.26] fournit de telles estimées :
E |2* Az — Tr AP < G, ([maTr (AA")]P/? 4 ma, Tr (44°)12)
otl may, représente le moment d’ordre 2p de chaque composante x; du vecteur x
(on exprime ici le résultat dans le cas ot E|z;|? =1).

Proposition 36. Soit A une matrice n x n déterministe, et x un vecteur n x 1
dont les composantes x; sont des variables aléatoires i.i.d., centrées, de huitiéme
moment fini, alors

E |z* Az — E (2" Az)|' < K (msTr(AA*AA*) +m? [Tr (AAY)]?) |
ou mg = E|z1|%, my = E|z1|* et K est une constante indépendante de n et de
la loi de x.
Démonstration. On utilisera les notations suivantes :
f=a*Az, o=|f-Ef?, My=E|f-Ef|*.
Dans la suite, K désignera une constante générique, indépendante de n et de la
loi de «, et dont la valeur peut changer d’une ligne a 'autre. On a
2
var (p) =E|f —E f|* = {E|f —E [*}

soit )

My =var (p) + {E|f —E f[>}” <var(p) + Km3 (Tr AA*)>  (3.3)

en vertu de la proposition [32] Evaluons var (¢) a l'aide de I'inégalité d’Efron-
Stein. On a

EN-ES = F-EF -EF)
T =EN+ U -EHT - F)

p—p; = (f-
- (-
Soit
Elp—¢il> < KVE|f —E fIWE|f = fI* = KM JE[f = f|* . (34)
Evaluons maintenant E |f — f/|*. En reprenant le calcul (B.2)), il vient

Elf - f|* < Kms|Aul* + miE| erAig]4 +myE | ZgzkAm-]“
044 ki

S ng|A“|4 +KmZZ|AZz|4 +Km4 m§Z|AM‘2|A1k‘2
4 k.0
< Km8|Aii|4 + Kmi(AA*)?i < K{vm8|f4u‘\2 +m4(AA*)ii}2
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En réinjectant cette inégalité dans (3.4) et en sommant sur 4, il vient

var () < K\/E{\/@Z |Aji|* + maTr (AA*)} )

soit finalement, en réinjectant dans ,

M, < K\/M, {\/WTSZ | Aii)® + myTr (AA*)} + Km? (Tr AA*)? .
Nécessairement, ’équation l

X2 KX {\/7782 |Asi|> + myTr (AA*)} — Km2 (Tr AA*)? =0

admet une racine positive X* et le trinome est négatif a 'intérieur des racines,
soit My < (X*)2. Le calcul de X* donne I'estimation suivante :

2
(X*)? < Kmg (Z |An‘2> + Km? (Tr AA*)* .

K2

Il suffit maintenant de remarquer que

<Z |Az-i|2> > (Z |Akﬂ> = (AA" )i (AA )
% k %

k

D (AA")i(AA )y = Tr (AA")?
kL

IN

IA

O

3.3 Estimation de la variance de la transformée
de Stieltjes g,(2)

On montre 'estimation suivante :

Proposition 37. Soit Xy une matrice N x n dont les entrées sont i.i.d.
centrées, de quatriéme moment fini, et g,(z) telle que définie précédemment.
On suppose que Nn~' = ¢ > 0, alors

1
varg,(z) =0, | —= | .
m()=0. ()
Remarque 38. On note que la variance de g, tend rapidement vers zéro, a

la vitesse n=2 ; cela traduit la grande interdépendance des valeurs propres \;. A
titre de comparaison, si on considére N variables (U;) i.i.d. de variance finie,

alors N
1 1 1
var (N ;:1 0 z> =0, <N) )
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colonne de XT% On pose

eme

Démonstration. Soit y; la ¢

-1 n -1
1 1 . 1 .
T yn) = N (nXNXN - ZI) v <i—1 YiYi — ZI) .

L’inégalité d’Efron-Stein donne var f <2713 E|f— f/|*; il nous faut estimer
la différence f — f!. En remarquant que

Q(z) = (nXNXN_ZI> = (Zykyk+yiyi _ZI>

ki

et en utilisant le corollaire on obtient

1 1 *O02q.
f=lmg L Qv
N N1+ y;Quy;

ainsi qu’une décomposition similaire pour f! oll y, est remplacée par y}. Soit

o= 1{ (y) Qv yiQly, }
‘ 1+ (y)*Qiy;  1+y;Qiy;

N

d’ou 'on déduit que

1 N*O2q 02y, |?
JEIfé—f|2=2]E‘ o e SR A
N2 1+ (¥)*Qiy, 14y Qiy;
On a:
1 ¥;)*Q?y; ¥;)*Q?y;
E|ff - f? = EE{i}‘()_E{i} (9

N2 L+ (y})*Qiy;
yiQly, yiQly,
Y1t Y;Qiy, 1+y;Qiy,

1+ (7)) Quy;
2

+E(;

On remarquera que du fait que les vecteurs y,; et y} ont méme loi, les deux
espérances conditionnelles introduites sont identiques. Comme la variance de la
somme de variables indépendantes est égale a la somme des variances, et que
la variance d’une variable aléatoire X de carré sommable minimise son erreur

quadratique :
var (X) = inf E|X —a|?,
aeC

on obtient in fine

9 v Qly;
2 K2 K2 7
Elfi =7 = fzBvarg {1+yQy ’
< 2EE, ‘ viQty,  EwyiQly,
= N2 {i} 1+ y?szz 1+ E{z} yeryz
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L’idée est de faire apparaitre les quantités recentrées
YiQiy B yiQiy: et yiQiy; — By yi Quy;

dont on maitrisera mieux les variances. On introduit les notations suivantes pour
alléger I'exposé :

A=1+4y;Quy;, B=vy;Qly,, A°=A-Ey A et B°=B-E;B.

11 vient
E_E{i}B _ BE{i}A—AE{i}B+AB—AB _ —BA° + AB° B B° B BA°
A En A AE(;y A - AEp A Ep A AER A
et
2 B° BA° |?
/ 2
I _ < = ) _
Elfi =1 < FEw ‘E{i}A AE;; A
4 B° |? BA° |?
< — |EEfn |—— EEn |—— . .
- N2< o ‘E{i}A TR R A ) (39
Les estimées suivantes
1 |22
< 3.6
B AP = (2’ (36)
B 1
=< — 3.7
A S T 37
K
Ern|A°2 < 3.8
{z}' | = TLIHI(Z)Z ) ( )
K
En|B°)?P < ——— 3.9
{z}| | = ’I’LID’I(Z)4 ( )

nous permettent de conclure. En effet, en les réinjectant dans (3.5)), il vient :

K 1
Elff - f°P< ———  — = — .

Pour parachever la preuve, il nous reste a établir les inégalités (3.6)-(3.9)). Mon-
trons (3.6). En remarquant que Egjy A = 1+ %2T‘r Qi, on note que (—zE; At
est la transformée de Stieltjes d’une probabilité et qu’a ce titre

1 < 1 — ! < |Z‘2
| = 2Epy Al ~ Im(z) |Egiy A2 ~ Im(2)2
Montrons (3.7). On a
* )2 * )k .21
@ < |B| _ 1y; Q7 vl < Y% Q; Qiy, . (3.10)

A = Tm(A) m(A) — Im(A)



3.4. VARIATIONS AUTOUR DE L’INEGALITE DE POINCARE GAUSSIENNE53

Il reste & calculer Im(A). On introduit la décomposition spectrale de la matrice
Zk# YiYy

Zykyz = Ul diag ()\]‘Ei}; 1<k< N) pli- - gl — gl = 1y
ki
soit

A = 1+y;Qiy; = 1+§: {y;U{i}L ({z}1> [U{i}*yl} ’
k=1 Ay =% g

d’ot1 'on déduit que

Im(4) = yg: [yE‘U ”L (M) [U{i}*yi}k =Yy QiQrY, -
k

11 suffit de réinjecter cette identité dans (3.10) pour obtenir (3.7)). Les estimées
(13.8)) et (3.9) s’obtiennent en appliquant la proposition (voir aussi le corollaire
34). O

On compléte maintenant le corollaire en donnant une estimée de la vraie
variance.

Corollaire 39. Soit X une matrice N Xxn dont les entrées sont i.i.d. centrées,
de quatrieme moment fini, et y;, Q; tels que définis en section . Alors

1
var (y; Qiy;) = O. (n) .
Démonstration. On utilise la formule de la variance conditionnelle

X X N 1 1
var (y; Qiy;) = Evarg;, (yi Qiy;) + var (E{i} Y;Qiy;) = O, (n) + 0. (ng> )
en utilisant respectivement le corollaire |34] et la proposition
O

3.4 Variations autour de I’inégalité de Poincaré
gaussienne

Théoréme 40. Soit x un vecteur gaussien standard x ~ N, (0,I) et f : R™ - R
une fonction continument différentiable, alors

2

var f(x) < ZE‘aga(cm)
i=1 '
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La preuve du théoréme est en annexe
[Variable complexe gaussienne et vecteur complexe gaussien a introduire qq
part]

Corollaire 41. 1. Soitx ~ N, (0, R) et f : R™ — R une fonction continiment
différentiable, alors

of o0
i,j v

En particulier, si les composantes du vecteur x sont indépendantes, cha-
cune de variance var (r;) = o2, l’inégalité de Poincaré prend la forme
sutvante :

of

var f(xz) < ZJ?E ‘31‘1'

i

2

2. Soitx ~ NE(0,1) et ® : C* — C une fonction continiment différentiable

alors )
0P
var ®(x) < Zz: {E ’8.’&' }

2 L)

oT;

—HE‘

3.5 Exercices

Exercice 1 (VARIANCE D'UNE FORME QUADRATIQUE DE LA RESOLVANTE) Soit X,
une matrice N x n dont les entrées sont i.i.d. centrées, de quatrieme moment fini. On
suppose que

0 < liminfg < limsupg < .
noon n N

Soit Q(2) = (gi;(2)),; la résolvante de la matrice LX. X,

1 1
Qz) = (ﬁX"X:L — zIN>

et a un vecteur N x 1.

1. Montrer que

var(a*Q(z)a) = O. (M) .

n

Indications : on pourra s’inspirer de la preuve permettant d’estimer la variance
de la trace normalisée de la résolvante. Plus précisément :

(a) En introduisant une fonction f appropriée, montrer que

E 1 B|?
E|f - fi < 2EE |2 - = ‘

ot A=14+1yQiy, et B=a"Qiy,yQia.
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(b) Montrer que

BB < K lal® ., var(;3(B) < glal’
- nS(2)? - n2(2)4

(c) Conclure.

2. Quelle est ordre de grandeur de la variance d’un élément ¢;;(z) de la résolvante ?
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Chapitre 4

Théoreme de
Marcenko-Pastur

Théoréme 42. Soit Xy une matrice N x n dont les entrées X;; sont des
variables aléatoires i.i.d. vérifiant

E(Xi;)=0, E|X;]?=0", E|X;|*<oo.

On suppose que N = N(n) et que

. N
lim — =ce€(0,00),
n—oo N
condition notée N,n — oo dans la suite. Alors la mesure spectrale L, de la
matrice Z, = %XNX?Q, vérifie : presque sturement,

Remarque 43. Lorsque ¢ > 1, on note la présence d’une masse de Dirac au
point 0, pondérée par le facteur (17%), dans la distribution de Marcéenko-Pastur.
Il y a une interprétation matricielle trés simple a cela. En effet, si ¢ > 1, alors
N > n pour N,n assez grands. Cela signifie que le rang de la matrice Xy
est au plus n et que la matrice %XNX]*V admet la valeur propre zéro avec une
multiplicité d’au moins N — n. La mesure spectrale Ly associée a %XNX?{, va
donc s’écrire

1 & N-n 1
LN:N;(SM: N 50+N Z (5)\1.

autres \;

Le premier terme converge précisément vers (1 — %) 6o, qui est la masse de
Dirac pondérée apparaissant dans la distribution de Marcenko-Pastur.

Remarque 44. Dans le théoréme [[3, 'hypothése optimale concernant les mo-
ments est d’avoir un deuziéme moment E|X;;|*> = o2 fini seulement.

57
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4.1 Preuve du théoréme de Marcenko-Pastur

4.1.1 Notations et identités importantes

On utilisera fréquemment les identités suivantes, variations autour de per-
turbations de rang 1 de la résolvante.

Qiy;Y:Qi QiY;Y;
Q = Qi— L Quly = ——— 4.1
b 14y Qiy; YT Ty Qu, (1)
On pourra facilement montrer que les fonctions suivantes
1 1
a(z) = ——————— as(z) = —
=) z(1+yiQuy) ’ (2) (14, TTr@)
1
asz(z) =

2 (1 + cn%Tr Q)

(z € C") sont des transformées de Stieltjes de mesures de probabilité (cf.
exemple . Cela implique alors les majorations suivantes :

1
j + (2)] < : :
Vi€ {1a273} ) VzeC ) |O[L(z)‘ = Im(z) (4 2)
4.1.2 Stratégie de la preuve
On veut montrer que
Vz2eCH . gu(2) =22 gup(2) (4.3)

N,n—o0

On en déduira alors que si D est un ensemble dénombrable contenant un
point d’accumulation, alorsﬂ presque surement,
VzeD, gn(z) — gyp(2) . (4.4)
N,n—o0

En effet, supposons que (4.3)) soit vraie. Posons D = {zx }xen ; alors pour tout
zp 1l existe un ensemble 2 de probabilité 1 tel que la convergence

gn(2k) ——— gxp(2k)
N,n—oc0
ait lieu pour tout w € Q. Il suffira alors de considérer Q= Neen$k, également
de probabilité 1, pour obtenir (4.4]). Cela nous assurera que presque siirement,

L, —— Pyp en vertu du théoréme
N,n—o00

Pour établir (4.3]), on va décomposer

9n(2) = gyip(2) = gn(2) = Egn(2) + Egn(2) — gyrp(2)

puis

1. On remarque qu’on inverse la propriété presque siire avec le quantificateur Vz € {-} au
prix d’une restriction de I’ensemble CT & D.
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1. On utilisera l’estimation de la variance obtenue par 'inégalité d’Efron-

Stein
var (5a(2) = 0 1

n2
pour conclure que presque stirement g,(z) — E g,,(2) tend vers 0.

2. On montrera ensuite que E g,,(2) satisfait approximativement I’équation
satisfaite par gyp :

2cogop(2) + (2 + 0% (c— 1)) gyp(2) +1 =0 (4.5)

3. Enfin, on montrera la stabilité de I’équation (4.5)) (”équation proche =
solution proche”).

4.1.3 Equation satisfaite par E g,(z)

Proposition 45. On pose ¢, = %, alors

1
ZUQCn (]Egn)Q +(z+ az(cn —~)Eg+1 = 0. <) .

Démonstration. On a
I=QY.Y, —zI)=QY,Y, —z2Q .
Soit

QiY,;Y;

n
ZQ:—I+QYnYJ:_I+QZyiy:_ I+Zl+yQy
i vt

i=1

olt on a utilisé la seconde identité de (4.1)). En prenant la trace puis I'espérance
et en normalisant, il vient :

1 ¢ Y; Qiy;
ma = ey e (R

1 1 1
1—*> = —1+(1—IE*>
1+ 97 Qiy; Cn 1+ 9yiQ1y,

oll on a utilisé le fait que la distribution de (1 + y,;Q;y;) ! ne dépend pas de i.
Soit finalement

I

|

[

+
2=
i+ |

&=
N

1
¢y 2 E z) = —c +1E{} 4.6
n 7 Egn(2) " 1+ yiQiy, (46)

Remarquons que EyiQ1y; = %2]]3 Tr Q1. On voudrait montrer

1 1 1 1
E ~ = ~ .
{1+y’IQ1y1} 1+EyjQiy; 1+ ZETrQ; Ll+o2c,Eg,
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En effet, en reportant cette approximation ci-dessus, on obtiendrait alors :
o%cnz (Egn)’ + [z+0%(ch, —1)|Eg, +1~0,

qui est I’équation canonique de Marcenko-Pastur, satisfaite par gyp. Evaluons
la différence

1 1
E _ 4.7
{1+yTQ1y1} 1402 c,Egn (*.7)

i) 1w
1+ yiQiy, 1+ E(y1Q1y,)
1 1

+ _
1+E(yTQ1y1) L+ o02c,E gn(2)

1>

T+ 1T .

Commencgons par le terme T7.

o = | L 1 YiQuy, - TETrQ)
1 = - - =
1+yiQy; 1+ ZETrQ, (1+yiQyy) (1+ ZETr Qy)
@ |22 o’ |2
< ——E|y; - =T < L2 (g
s Im2(z) lelyl n rQl = Img(z)var (lelyl)

o ()-o ()

ou (a) découle des inégalités (4.2)) et (b), du corollaire Le terme T5 mainte-
nant. On a

ITo| =

1 1
1+ ZETr@Q; 1+fEHQ'_

) 2
2 _o(1).
nIm?(z) n

ou (a) découle des inégalités (4.2)) et de la proposition
En rassemblant les estimées obtenues pour T et T5, on en déduit une estimée
pour (4.7) qui réinjectée dans (4.6) donne finalement

%E Tr(Q1 — Q)
(1+ZETrQ1) (1+ ZETr Q)

—~
s)

1 1
=yl — —.
nBane) = en 1= g 40 ()
Soit
20%¢, (I[-Egn)2 +(z+ 02(cn —-1)Eg,+1 = (1 + cnU2IEgn(z)) 0., <\1f)
n

_ a(%).

La proposition 45| est alors démontrée. O
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4.1.4 Stabilité de 1I’équation satisfaite par gyp

On rappelle que z — gyp(2) est la transformée de Stieltjes de la distribution
de Marc¢enko-Pastur, solution de 1’équation

2o’ X+ [z+0%*(c—1)]X+1 = 0, zeCh.

Lemme 46. Soit z € CT et X = X(2) et X5 = Xs5(z) deux transformées de
Stieltjes solutions des équations

2c0? X2 +[z4+0*(c-1)]X+1 = 0,
2¢50° X2 + [z 4+ 0% (cs — 1) X5+ 1

|
>

avec ¢c,c5 > 0. Alors
[ X = Xs] = O (16]) + Oz (e — c5l)

Démonstration. Par unicité de la solution dans C* de I’équation de Marcenko-
Pastur, on a X(z) = gyp(2), en particulier, si ¢ > 1

X(z) = %h(z) - <1 - 1) ! (4.8)

c) z

ol h(z) est la transformée de Stieltjes d’une mesure de probabilité. Cela nous
sera utile pour la suite.
On réécrit ’équation approchée.

2¢0? X +[z+0*(c—1D)]Xs4+1 = 06— z2(cs —c)o’XE —0%(cs — ¢)Xs.

Du fait que X est une transformée de Stieltjes, | X;| < K Im™'(z). Cela entraine
en particulier que

2(cs — )0’ X2 =0, (lcs —¢|) , *(cs —c) X5 =0, (les —c|) .
L’équation approchée se réécrit donc
zco? X+ 2+ 0% (c— D] Xs+1=08 avec & =6+0, (|cs —¢|) .

En soustrayant les 2 équations, il vient :

2e0® (X2 = X3) + [z + (e~ D] (X — X5) =~
& (X = X5) [2e0® (X + X5) + 2+ 0% (c—1)] ==&,
!
s X —Xs=-— 0 > ,
z (1 +co? (X + X5) + = (‘;1)>
5/
s X -—X5= T

i1t Xsteo? (X + (1- 1))
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Si ¢ < 1 alors co?Xs, co?X et —co? (1 - %) % sont des transformées de Stieltjes
de mesures, par conséquent

1
_z(1—|—cc72X5—|—c02 (X—|— (1 — %) l))

z

est la transformée de Stieltjes d’une mesure de probabilité. En particulier

1 1 15
— < X — Xs| < .
2 (14 co?Xs+co? (X — (1-1)1))| = Im(2) = | il = Im(z)

z

Si ¢ > 1, le méme argument s’applique en remplagant X + (1 — %) % par ¢ th
(cf. (4.8))). I suffit maintenant de remplacer ¢’ par sa valeur 6 + O (|c — ¢sl)
pour conclure. O

4.1.5 Fin de la preuve
En combinant la proposition 45| et le lemme on obtient

Ega(2) — gyp(2) = O (jﬁ) L O.(en—cl), zeCt.

Comme d’autre part var g, (z) = O.(n~2), on obtient la majoration suivante :

t2 n2

P (Ign(2) — Ega(2)] > ¢) < Y2903 _ o ( ! ) .

Le lemme de Borel-Cantelli permet de conclure : pour z € CT,

Le raisonnement expliqué en section et le théoreme[§|permettent alors d’ob-
tenir la convergence de la mesure spectrale L,, vers la probabilité de Marcenko-
Pastur.

4.2 Calcul gaussien et applications

Quand les variables aléatoires sont gaussiennes et en particulier gaussiennes
complexes, on dispose de techniques spécifiques, souvent assez rapides. On va
les présenter dans cette section et démontrer une version isotrope du théoreme
de Marcenko-Pastur.

On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi gaussienne complexe standard,
notée Nc(0,1), si X = % avec (U, V) un vecteur gaussien réel bidimension-
nel, centré et de matrice de covariance l'identité. Pour une telle variable, on
vérifie que

EX=0, EX*)=0, EIX*=1.
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4.2.1 Formule d’intégration par parties et inégalité de Poin-
caré

On rappelle que si z = x + 1y, alors

0100y 2 1(0 .0

0z Ox By 9z 2\0x oy)
Proposition 47. Soit F : C?" — C une fonction différentiable dont la crois-
sance ainsi que celle de ses dérivées partielles est au plus polynomiale en l'infini.
Soient X1, -+, X, des v.a. i.i.d. de loi Nc(0,1), alors
oF
oX;

Cette identité est souvent appelée formule d’intégration par parties.

C’est une généralisation du cas réel unidimensionnel : si Z ~ N (0, 1),

EZF(Z) = /RuF(u)e_u;\j;%

—F(u)eg uitoo—k h F’(u)efg du__ EF(Z) .
u=—co ) o Vr

L’inégalité suivante est ’homologue complexe de I'inégalité de Poincaré pour
un vecteur gaussien complexe standard.

]EX’LF(X17 aXTLaYl?"' ayn) -

2

o _ " loF |2 & OF
V&I‘F(Xl,"',Xn,Xla"'vXn)SZ]E‘ +ZE‘ e
2" |ox axX

%

voir par exemple [I0, Théoréme 3.20]. Soit Xy une matrice N x n & entrées i.i.d
Nc(0,1), on note

o2 -t
QN(Z) = <’I’LXNX;[ — ZIN> .

On écrira souvent simplement @ & la place de Q. Les formules de différentiation
suivantes seront d’un usage constant dans la suite.

8@1 o 0'

877]:[ - F(QXN)MQIC] ) (49>
8@2 _ G *

anJK = _;Qik(XNQ)éj . (4.10)

On notera le motif croisé en v au niveau des indices : i - ¢ — k — j quand
on différencie par rapport au conjugué d’une entrée, et le motifen U : i — k —
{ — j quand on différencie par rapport a une entrée.

Exemple 48 (Dérivées partielles pour la transformée de Stieltjes). Soit g,,(z) =
L Tr Q(z), alors

6971 8@11 o? o’ 2
— E - _ E QXN)ieQri = ——(Q*X
8Xké Nl — 6Xke Nn = (QXN)ieQu Nn( Nkt
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De méme,
O9n(z) _ 1~ 0Qulz) __ o TP
anZ B Ni:LN aXM o _migj\] Qlk<XN )& - _m<XNQ )gk .

Exemple 49 (Dérivées partielles pour une forme quadratique de la résolvante).
Soit uw,v deux vecteurs déterministes N x 1 et h,(2) = u*Q(z)v. On a

2 2
Z Uiv; 09 _ o Z v (QX)ieQrj = —*u (QX).Qrv

n
8X“ i,j=1:N O X ke i,j=1:N

ot (QX).p désigne le L™ vecteur colonne et Qy. le k'™ vecteur ligne. De

meme

Ohu(z)  o°

2
Z W0 Qin(X Q) = *%U*Qk(X*Q)@’U

i,j=1:N

Exemple 50 (Estimation de la variance de g,, par techniques gaussiennes). En
appliquant linégalité de Poincaré, il vient :

var g (z ZE‘ Xi

ke

Ogn(z
+ Z E ‘ 6ng

Estimons le premier terme du membre de droite.

dgn (2
Z " ‘ 3Xke

2 4

(a) g
T N2p2

ETr (Q%(2)XnX3Q(2))

0.2

= N2 ETr (QQ(Z) ("QXNXJ*V -zl + zI) Q2(Z)>

N2 (Q(2)Q%(2)) + NTE Tr (Q*(2)Q°(2))
o2 1 a2 |z

JER— _l’_ _ .
NnIm3(z)  NnlIm*(z)

—
INes

On a utilisé en (a) le fait que Q*(z) = Q(Z) et en (b) le fait que la norme
spectrale de Q est toujours majorée par Im(z)~1. En estimant l’autre terme, on

en déduit
1
var g, (z) = O, (sz) ,

ce qui est comparable & l'estimée obtenue en wutilisant 'inégalité d’Efron-Stein
(cette derniére étant néanmoins plus générale puisque s’appliquant d des entrées
pas forcément gaussiennes).



4.2. CALCUL GAUSSIEN ET APPLICATIONS 65

Exemple 51 (Estimation de la variance de h,, par des techniques gaussiennes).
On procéde comme précédemment en appliquant l’inégalité de Poincaré :

2 2

var hy, (2) < ZE ‘Bhn(z)
ko,

Ohn(z)
+ E
OX s ; ’ 0X ke

Estimons le premier terme.

2
0.4

= ﬁv* (RQXX Q" v x u"QQ")u

2

= Ty (Q <(;2XX* — 2l + ZI) Qv x u*QQ*) u = 0, (”“”2”””2) .

n n

On en déduit, en prenant l’espérance et en estimant le terme restant de la méme
maniére, que

2 2
() 0. (LI

n

4.2.2 Preuve gaussienne du théoreme de Marcenko-Pastur

L’estimée pour la variance de g, associée au lemme de Borel-Cantelli nous
assure que g,(z) — Eg,(z) — 0 converge presque sirement vers zéro. Reste a
montrer que E g, (2) — gyp(2) tend vers zéro également.

L’identité Q1@ = I donne pour l'entrée (i, )

n ij

ol §;; est le symbole de Kroneker, valant 1 si ¢ = j, zéro sinon. En prenant
I’espérance, il vient :

0.2

; Z Esz [X*]ké sz — ZEQij = (51‘j .
k=1n=1:N

Dans la suite des calculs suivants, on va successivement utiliser I'identité d’intégration
par parties, puis la formule de différentiation d’une entrée de la résolvante. On
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note que [X*],, = X.

T B Ry} Q=
— — Nl — 2E Qi = 045
M mie1:N OXi,
o? X1, o2 00y
T T T R T
k=1:n,6=1:N ik k=1:n,6=1:N ik
5 o? — o2
<~ E i — — E Xp. — X i'_E i‘:6i‘,
a Q] " k_l.;_l.N Lk " (Q )éng z QJ j

g

2 2
— o’k Qij — ;ETr (QUnXX*> Qij — 2EQij = 045

0.2

2
<~ O'QEQ,‘]‘—*ETI (Q (UXX*—ZIN+ZIN)> Qij—zEQij:(SZj
n n

0.2

N
<~ O'ZEQZ‘J‘ — 202;EQU — ;ETT(Q) Qij — ZEQZ‘j = 67;j

Soit finalement, en posant ¢, = %

2
]EQij (0'2(]. —Cn) —Z) —ZLEQZ'J'TYQ :5ij (411)
n
On spécifie maintenant ¢ = j, puis on somme sur ¢ en normalisant. Il vient
Eg,(2) (6*(1 —¢,) — 2) — z0?c,Eg2 = 1.

L’estimation pour la variance de g, nous permet de découpler et d’obtenir

Eg2(2) = (Ega(2))* + O, (;)

soit finalement
1
zo2c, (IElgn(Z))2 + [z + 02(% —D]JEgn(2)+1=0, (712> . (4.12)

11 suffit maintenant d’invoquer la stabilité de ’équation canonique de Maréenko-
Pastur pour conclure.

4.2.3 Version isotrope du théoreme de Marcenko-Pastur

Théoréme 52. soit Xy une matrice N xn d entrées i.i.d. Nc(0,1) et (un)n>1
et (Vn)p>1 deuz familles de vecteurs N x 1 déterministes et de norme eucli-
dienne uniformément bornée en N :

sup ([lul, [lonl) < K < oo
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Alors pour tout z € C*

unQn(2)vy — (un, vn)gup(2) —22— 0,
N,n—o0

0l (Up, V) = UNUN Teprésente le produit scalaire entre les vecteurs uy et vy.

Remarque 53. 1. Quelque soit la suite de vecteurs (uy) de norme 1, on
a uNQn(2)un — gyp(2). Ainsi, la limite ne dépend pas de la direction
du vecteur uy, ce qui explique l'utilisation du terme isotrope.

2. En choisissant pour vecteurs un et vy les vecteurs canoniques e; et e;,
on obtient les convergences presque sures suivantes :

Qii(2) P girp(2) ,  Qij(2) N 0.

Asymptotiquement, la résolvante ressemble ainsi a la matrice gyp(2)In.

3. Les conclusions du théoreme demeurent vraies si les entrées de la
matrice Xy sont i.i.d., centrées de variance unité avec un moment fini
d’ordre 4 (E|X;;|* < oo, voir par ezemple [15]).

Démonstration. La preuve comporte 2 étapes :

(a) montrer que uiQn(z)vn se concentre suffisamment vite autour de son
espérance (on notera que le calcul de l’exemple montre que I’estimation
de sa variance, en O,(n~1), ne suffit pas dans ce cas) ;

(b) établir la convergence de EulyQn (2)vn vers gyp(2){un, vn). La preuve
de ce dernier point repose sur la preuve gaussienne du théoreme de
Maréenko-Pastur.

Commengons par démontrer le point (a). On va établir 'estimée suivante :

E [u*Q(z)v — Eu*Q(z)v|* = O, <1> . (4.13)

N2
On a
var <|u*Q(z)v — EU*Q(Z)U|2)

= EQw - Ew Q' — (B lu'Q) ~ BurQ)uf)

E [u*Q(z)v — Ew'Q(2)v|* + O, (;) .

ol l'estimée de la derniere ligne provient de I'étude faite & l'exemple [51] 1
nous suffit donc d’estimer la variance initiale, ce que 'on va faire en utilisant
I’inégalité de Poincaré.

Posons h = u*Q(z)v et ¢ = |[u*Q(z)v — Eu*Q(z)v]. on a

¢ = hh—hEh—hEh+ |Eh|?
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Soit
9 _ Oh g, 0h Ok gy g, 00
0X e 0X e 0Xpe 0Xpg 0X e
oh — — Oh
0X e ( )+( )8ng
et ) )
E‘ % §2E‘(h—Eh) on_
(3ng 6Xk€
Soit
2 2
Z]E‘ % < 2ES[h—EnP) oh_
k,f 6Xk1€ k.0 ang

La somme du membre de droite a été estimée a I'exemple[5]]et peut étre majorée
par une quantité déterministe en O, (||ul?||v|>n~"). 1l reste alors la variance
de h qui est du méme ordre, soit finalement I’estimée :

2
1
— =0, = .
11 suffit maintenant d’appliquer l'inégalité de Poincaré (le terme supplémentaire
faisant intervenir 0/0Xy, se calculant de la méme maniére) pour obtenir I'es-
timée souhaitée : varp = O, (n_2). Cela établit du coup (4.13) et le lemme

de Borel-Cantelli nous permet d’obtenir la convergence presque sire souhaitée :
pour tout z € CT,

wQ(2)v —uwEQ(z)v —2— 0.
N,n—o0

On démontre maintenant le point (b). En multipliant I’équation (4.11]) de
part et d’autre par les vecteurs u et v, il vient :

Eu*Q(z)v (6%(1 —¢y) — 2) — z%Eu*Q(z)'u’H Q(z) = (u,v) .

Les estimées des variances obtenues aux exemples[50] et 51| permettent de découpler
le terme Eu*Q(2)vTr Q(2) et d’obtenir :

%]E ' Q(2)vTrQ(z) = Eu"Q(z)v X %ETr Q(z)+ 0O, (7;/2) .

Soit finalement
Euw*Q(2)v{(c*(1 —¢,) — 2) — 202, E gn(2)} = (u,v) + 0. (7131/2> ‘

Il suffit maintenant de diviser sereinement, en remarquant que

1 < 1
—2(1+ 02¢,Egn(z) —02(1 —cp)/2) | — Im(z) ’




4.2. CALCUL GAUSSIEN ET APPLICATIONS 69

en tant que transformée de Stieltjes, ce qui permet d’absorber le dénominateur
dans le O,

. _ (u, v) 1
Eu'Q(z)v = —2(14 02¢,Egn(2)) + 02(1 — ¢)) o (n3/2) .

On conclut aisément en faisant appel a 1’équation (4.12)), ce qui nous donne

Eu'Q(2)v = (u, v)E gn(2) + O. ( 31/2> .

Il reste a invoquer la stabilité de I’équation de Marcenko-Pastur pour remplacer
E g (2) par gyp(2). -
4.2.4 Confinement des valeurs propres

En combinant le lemme de stabilité pour I’équation de Marcenko-Pastur
(lemme et estimée (4.12]) obtenue pour les entrées gaussiennes, on obtient
I’estimée suivante :

Ega(2) — g2 (2) = O. (Tf) | (4.14)

L’identité d’Helffer-Sjostrand permet de transférer cette estimée a une fonction
réguliere a support compact.

Proposition 54. Soit f une fonction C*° a support compact, alors

IE;TTrf( ) /f )P ip(da) = 0( )

Démonstration. D’aprés 'estimation (6.5)), il existe p, ¢ entiers tels que

=

E0n(2) ~ 9wl £ Tl

En utilisant I'identité d’Helffer-Sjostrand avec ®4(f), il vient
2 _
E— Trf < > /f ) Pyp(dz) = ;Re/m 0P4(f){E gn(2) — gyip(2)} dady

Comme 0®,(f)(z) = (ié’—!)qf(q“)(x) pres de Paxe réel (y < 7), on obtient alors

1
‘IENTrf( ) /f Pyip (dz)

2 ks

< -R (’)(I) dzd
K’

S ﬁ ’

ce qui acheve la démonstration. O
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N . 2
On notera a I'occasion A = 2~ X X*.

Proposition 55. Soit f : R — R une fonction C™ a support compact, alors
o (L (Zxx)) < 27 5y (fa)x X7 (4))
v N n ~ N2p2 '

Démonstration. Il suffit d’appliquer 'inégalité de Poincaré et la proposition [87]:

var (leTrf(A)> < ZE‘a;?M (leﬁf(A))

ke

ot ot
< W%;E £ (A)X el + W%E X £ (Al
0.4
< ;TRQETr (f(A)XX*f'(A)) .

O

Théoréme 56. Supposons que % — ¢ €(0,1]. Soit S,, le spectre empirique des

valeurs propres de A = "%XX* et Soo le support de la loi de Maréenko-Pastur
de paramétre c :

SE = [0*(1 —Ve)?, a*(1 +e)?] .
Alors pour tout € > 0, presque sirement
Sn C Soo + (—¢€,¢)
pour n suffisamment grand.

Autrement dit, presque stirement, les valeurs propres empirique sont confinées
pres du spectre limite.

Démonstration. Soit € > 0 fixé et ¢, une fonction C'°, a valeurs dans [0, 1],

?
valant 1 sur 87 et zéro sur le complémentaire de Sg» + (-5, 5). On pose
Yn=1—n
et on va démontrer que
0'2 p.s.
Ty, [ XX*) -2 5 0. (4.15)
n N,n—o0

Cela entrainera que presque slirement, pour n assez grand, les valeurs propres
\; de A satisfont :
€ €
veset(-35)

autrement, on aurait Tr, (%XX*) =, Un(N) > 1

2 o (1
+ %}E ’axke (NTrf(A))

2
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On commence par montrer que

E Tr 1) “xx)—o (2 (4.16)
T, | — = — . .
n N

En utilisant la proposition [88| appliquée a la fonction & support compact @, il
vient

o2

ETr o, (XX*) = N/(pn )PLs( dl‘)+0< )
n N

frg N O .
+o(x)
Soit finalement

o2 o2 1
E Tr, (nXX*) =N-ETre, (nXX*> =0 (N) ,

ce qui établit . Evaluons maintenant la variance de Tr Un (%QX X *) a l'aide
de la proposition [89} On a

r (Trwn (fXX*)) = var (Trgpn (fXX*))

204 / * !

= QLETW“(A)A%(A)
202
— BT (4)

avec &, (z) = [¢],(z)]?z, fonction C*° & support compact et valant 0 sur SS. 11
suffit & nouveau d’appliquer la proposition [88] pour conclure :

Latre) - [ om0 () =0 (L)

Soit finalement
2
r <Tr1/)n <UXX*>) = o<12) :
n n

En appliquant maintenant le lemme de Borel-Cantelli et , on obtient ,
ce qui conclut la preuve du théoréme. O

[Rajouter la convergence de la plus grande valeur propre]

4.3 Exercices

[Modele de Wigner : preuve gaussienne et confinement des valeurs propres]
[Eventuellement, thm de MP isotrope pour des entrées non gaussiennes]
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Chapitre 5

Le modele de grandes
matrices de covariance

5.1 La matrice de covariance empirique

Soit X,, = (X;;) une matrice N X n, a entrées i.i.d. centrées et de variance
unité et Ry une matrice N x N déterministe, hermitienne et semi-définie po-
sitive. En notant (x;) les vecteurs colonne de la matrice X,,, la matrice Y;, de
dimensions N x n

1/2 1/2
Y, = [RY’x1, - , R\ @,
représente un échantillon de n observations indépendantes (y4, - - ,v,,), centrées,

& valeurs dans RY ou CV et chacune de matrice de covariance
" 1/2 ¥ pl/2
Ey,y1 = Ry Exiz]Ry” = Ry .

On appelle Ry la matrice de covariance de la population (y,, - ,y,,).
La matrice

RN ERVPR «
Ry =Ry Xn X Ry™ =~ ;yzyz

est la matrice de covariance empirique.
Une question importante en statistiques est d’estimer la matrice de cova-
riance de la population Ry a partir de la matrice de covariance empirique

N 1 N
Ry =YY, .
n

Dans le cas classique de données de petite dimension N et d’un échantillon de
grande dimension n, la convergence de la mesure spectrale de R,, vers celle de
Ry est immédiate :

Proposition 57. Soit L, la mesure spectrale de R, et LJI\%, celle de la matrice
Ry . Alors, presque strement
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Démonstration. La loi des grands nombres entraine que

A p.s.
R :72 uf — P S Rayut =R
n n yzyz N fixé, n—oo ylyl N

2 xé
i=1

la convergence ayant lieu pour n’importe quelle norme de CV*V . D’autre part,
I’application de I’ensemble des matrices hermitiennes de dimension N dans lui-
méme

A Q(A) = (A —zIy)™!

est continue comme simple conséquence de 'identité de la résolvante associée a
la majoration de la norme spectrale d’une résolvante :

1Q(B) = Q(A)l| = || - Q(B)(B - A)Q(A) — 1B - Al

= Im(z)?
Par suite,
Q(Ry) —2*— Q(Rn) ,

N fixé, n—oo

pour z € CT, ce qui entraine la convergence des transformées de Stieltjes as-
sociées et donc des mesures spectrales associées. O

5.2 Comportement de la matrice de covariance
empirique en grande dimension

On suppose maintenant que les entrées (X;;) de la matrice X,, admettent
en plus un quatrieme moment fini :

E|X;* < .

Soit (Ry) une famille de matrices hermitiennes, semi-définies positives de norme
spectrale uniformément bornée, i.e.

A
R = sup||Rn|| < 0.
N
On consideére le régime asymptotique dans lequel N = N(n), n — oo et
N N
0 < liminf — < limsup— < oo.
noon n N

On notera ce régime N ~ n et on utilisera le ratio ¢, = % dans la suite.

Théoréme 58. On considére les hypothéses énoncées précédemment : qua-
triéme moment fini pour les entrées (X;;), norme spectrale uniformément bornée
pour la famille (Ry) et N ~ n. Soit Ly la mesure spectrale de la matrice de
covariance empirique R, et gn Sa transformée de Stieltjes. Alors
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(a) léquation

tn(2) = %Tr [—2(IN 4 caRntn(2)) + (1 —cn)RN]™H, 2€Ch (5.1)

admet une unique solution z — t,(2z) qui est la transformée de Stieltjes
d’une mesure de probabilité, soit

o = [ T

ot F,, est une mesure de probabilité sur RT.
(b) Pour tout z € CT, presque sirement g,,(z) — t,(2) ;—s> 0.
~n

(c) Presque sirement, pour toute fonction f continue bornée,

[ rzaan - [ s Fvn ——o.

On appelle t,, ’équivalent déterministe de la transformée de Stieltjes de
In-

Remarque 59. L’équation (5.1) peut se réécrire a l’aide de la mesure spectrale
de Ry. Considérons la décomposition spectrale de la matrice Ry = UANU™ ;
on notera (p;) les valeurs propres de la matrice Ry, soit Ay = diag(p;). Alors

to(z) = %Tr (=2 (In + e Rvtn(2)) + (1 — e) Ro] !
1

NTI‘U [—Z (IN + CnANtn(Z)) + (1 - Cn)AN}il U*

N
¥ 1
N i=1 _Z(l + CNpitn(z)) + (1 - Cn)pi

_ / LE(du)

—2(1 +ucnytn(2)) + (1 —cp)u

Remarque 60 (Le cas Maréenko-Pastur). Considérons le cas ot Ry = o%ly,
alors équation précédente prend la forme

1
—2(1+eno?tn(2)) + (1 —cp)o?’

tn(z) =

soit
2,0 t2(2) + (2 + 0% (cn — tn(2) +1=0 .
On reconnait l'équation de Maréenko-Pastur et dans ce cas, la probabilité F,

associée a t,(z) est la distribution de Marcenko-Pastur associée au paramétre
Cn.-
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Remarque 61 (Le cas limite ou N est fixé et n — o0). Dans ce cas, Uhypothése
N ~ n nlest plus vérifiée et c, tend vers zéro. En remplacant brutalement c,
par zéro dans l’équation (5.1]), on obtient I’équation

1
tn(2) = NTr (Ry — zIn)"' .

La transformée de Stieltjes t,(z) est dans ce cas associée a la distribution spec-
trale de Ry et on retrouve (formellement) le résultat de la proposition .

N \ etr PP sz
Dans le cas ou % — c et on LE N LE  le théoreme précédent
,N—00

prend la forme suivante, avec de vraies limites cette fois, et pas des équivalents
déterministes.

Théoréme 62. Sous les hypothéses du théoreme précédent, soit L la mesure
spectrale de la matrice R, et g, sa transformée de Stieltjes. Soit LE la mesure
spectrale de la matrice Ry . Si

etr
Cn—c>0 et LB ST R
N,n—o0

alors
(a) Uéquation

_ LE (du) s "
t(z) = / —2(1+uct(2)) + (1 —c)u’ €C

admet une unique solution z — t(z) qui est la transformée de Stieltjes
d’une mesure de probabilité, soit

ey [

ot F est une probabilité sur RY.
(b) Pour tout z € C*, presque sirement gn(z) ———s t(z).
N,n—o0

(¢) Presque sirement, pour toute fonction f continue bornée,

On pourra se référer & larticle historique [18], & larticle de référence [22]
(voir aussi [3]) et aussi & Particle [T4] pour les notions d’équivalents déterministes
dans des modeles plus compliqués.

5.2.1 Meéthode heuristique de preuve pour le théoreme

On introduit ici une méthode heuristique permettant de ”deviner” ’équation
limite satisfaite par la transformée de Stieltjes de la mesure spectrale associée
au modele

X 1 172 v pl/2 1 12
XXy =—Ry XnyXVvR Yn=—=RV XN .
N " N NANIUy avec N \/ﬁ N N
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L’heuristique fonctionne dans le cas ou la matrice Ry est diagonale. On suppose

donc que Ry = diag(p1,---, pn). On utilisera les notations suivantes
1 _ 1 _ N
gn(2) = N T (ENEN —2In) 7, Ga(z) = T (SaSy —2L) 7", o= it

Les ingrédients principaux sont les éléments suivants :
> Expression de I'élément diagonal de la résolvante (cf. proposition [27)).
> Lien entre la résolvante g,, et la co-résolvante g, :

G (2) = enga(2) + (1 - ca) (1> |

z

> Perturbation de rang 1 de la résolvante : soit A une matrice hermitienne
n X n alors

lTr (Ad+uu* —z2I,) " = lTr (A—z2I,)" '+ 0, <1> .
n n n

> Approximation d’une forme quadratique %x*Ax (ot & est un vecteur &
entrées i.i.d. centrées réduites) par la trace normalisée %Tr A. L’approxi-
mation est justifiée par I'estimation de la variance de la proposition
cf. aussi la remarque

Dans la suite, ¥; . représentera la ieme ligne de la matrice ¥ et 3;) représente

la matrice X privée de sa iéme ligne. On commence par exprimer g, comme la
moyenne des éléments diagonaux de la résolvante.

gn(z) = *‘ qii(2)

2=
=

WE
~

= (1 + 2Ty (Z@E(i) — z[n)1>
N

1 1 1
Z; —2 (1 + 2Ty (BT — zfn)*l) N ; —2 (14 pign(2))

Qe

N 1

Z -z (1 + PiCnQn(Z)) + (1 - Cn)pi

1

1
N
L
N

1=
1=

En (a), on utilise ’expression exacte, algébrique, d'un élément diagonal de la
résolvante ; en (b), on approxime la forme quadratique obtenue au dénominateur
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par la trace normalisée de la matrice; en (c), on approxime en utilisant la for-
mule de perturbation de rang un; en (d), on utilise finalement le lien entre la
corésolvante et la résolvante. L’équation approchée finalement obtenue

1

1
WS N D T a0 eln

N

est a rapprocher de I’équation dont t,, est solution :

1
2 (14 picatn(2)) + (1 —ca)pi

1 N
tn(z):Nzi

i=1

5.2.2 Exemples
Cas ou Ry admet un nombre fini de valeurs propres

On suppose que la mesure spectrale de Ry prend la forme suivante

R 1 EK
LN = N n[5p(
=1

ou K est fini et indépendant de N,n et ou
ne

— ap>0.
N Nn—oo ¢

Dans ce cas,

K

R etr R

LY s Lee =D _aeda
£=1

et la limite ¢(z) de g,(z) satisfait ’équation :

K
1
t=) = ;O‘kz(ucm(z)) Ta o (5.2)

En réduisant au méme dénominateur, on constate que t(z) est solution d’un
polynome de degré K + 1. A D'exception du cas K = 1, ou les solutions du
polyndme sont explicites (équation canonique de Marc¢enko-Pastur), on ne peut
guere espérer de solution explicite pour ¢(z).

Remarque 63. On peut obtenir facilement (d’un point de vue numérique) la
densité associée o la probabilité dont la transformée de Stieltjes est t(z). La
procédure suivante repose sur des résultats théoriques de Silverstein et Choi
[23] :

1. Résoudre numériquement l’équation pour z =x € R*,

2. S’il n’y a que des racines réelles, alors la densité f(x) vaut zéro.

3. Sl y a des racines complexes, choisir lunique solution t(x) vérifiant
Imt(x) > 0. La densité au point x est alors donnée par f(z) = LImt(z).

C’est ainst qu’ont été obtenues les courbes de la figure [3
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Cas ol Ry est une perturbation de I’identité

Dans cette section, on suppose que Ry est proportionnelle & une perturba-
tion de l'identité, i.e.

K
Ry = 0'2 (IN + Zt%uyu’,f)

{=1

ou K est fixé et ne dépend pas de N, n, les 6y sont positifs et ne dépendent pas
de N,n et les vecteurs (uy) sont orthonormés.

On vérifie immédiatement que Rywuy, = o2(1 + 0y)uy, et par suite que la
mesure spectrale de Ry s’écrit

K
1 N-K
IR _ NE 21480 + —— 002 -
(=1

La convergence suivante est alors immédiate :

1
LR 5, = t(z) = :
N Nooo ° (2) —2(1 4 co?t(2)) + (1 — ¢)o?

On reconnait ’équation canonique de Marcenko-Pastur ; on a donc convergence
de la mesure spectrale vers la distribution de Maréenko-Pastur.

On verra en section [7] que méme si le comportement asymptotique de la
mesure spectrale n’est pas affecté par ce type de perturbations, il n’en va pas
de méme pour la plus grande valeur propre.

5.3 Démonstration du théoréme 58

Nous allons dans un premier temps démontrer le théoreme pour Ry diago-
nale en section [5.3.1] puis en déduire le théoréme pour Ry quelconque mais dans
le cas d’entrées (X;;) gaussiennes en section et enfin dans le cas général
en section ?77.

5.3.1 Démonstration dans le cas ou Ry est diagonale

On pose Ry = diag(p1,- -+ , pn). Onrappelle que g, (z) = %Tr (Zan - zIN)_l
et on introduit .
_ -1
gn(z) = HTY (EZ;Zn - zIn)
On va procéder en 3 étapes :
1. établir les équations approchées satisfaites par E g,,(2) et E g, (2)
2. étudier les équations exactes satisfaites par ¢, et son homologue £, (que
Pon introduira bientot)

3. étudier la stabilité de I’équation exacte satisfaite par ¢,,.
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Ces 3 étapes correspondent aux 3 propositions suivantes.

Proposition 64. Sous les hypothéses du théoréme[58 et dans le cas ot Ry est
diagonale, i.e. Ry = diag(p;, 1 <i < N),

1 & 1 1
o) = N ; —2(1+ cnpiE gn(2)) + (1 — cn)pi O <\/ﬁ) - (5:3)
N —1
=) = | e co(w) e
Egn(2) = cnEgn(z)+(1—cp) (—i) . (5.5)

Démonstration. 1’équation (5.5)) est trivialement satisfaite et nous assure en
particulier que

1 B 1
_Z(l + Cnpi]E gn(z)) + (1 - Cn)pi _Z(l + piE gn(z))

zZ

est la transformée de Stieltjes d’une probabilité, ce qui nous permettra de ma-
jorer sa valeur absolue par 1/Im(z) pour z € C*.
Commengcons par démontrer ([5.3). On écrit

Is !
N —z(1 + cnpiEgn(2)) + (1 — cu)pi

i=1

E gn(2) —

1 1
= E n N

= TT+1+T;
ou
N
1 1
n = Egn(z)—NZE

F - (1 + BTy (zg)z(i) - z[n)l)

~ (1 + Ty (BT - 20,)

N 1

1 1 1
T3 = — E _ _
NiT -2 (1 + 2Ty (IS — zIn)_1> N Zl —2(1+ piE gn(2))

7
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Le terme T} se gere en exprimant g,, comme moyenne des éléments diagonaux
de la résolvante, puis en utilisant I’expression exacte d’un élément diagonal de
la résolvante :

1 1 1
N;Qii(z) = _NZ

-1
=1 z (1 + X, (Ea)E(z) - ZIn) E?)

ou ;. représente la ieme ligne de la matrice ¥ et ¥(;) représente la ma-
trice ¥ privée de sa ieéme ligne. On notera cette fois-ci Eg;; P'espérance condi-
tionnelle par rapport aux vecteurs-ligne de ¥, autres que X;., ie. Ery =
E (- |Xg.,k#1); varg; représentera la variance conditionnelle. Par suite,

2] Jaii(2)|
Ty < NZ]E{ i .
i=1 ’—z (l + %Tr (E?)E() In> >’
—1 . —1
T T Pi T
x (S (ShBw —2I.) =L - L1 (S50 - 20) }
1/2
S ZE r Ty o) uf /
= NIm vargiy (@)= — #n i

_ o(jﬁ)

L’estimée finale provenant de 'estimée de la variance (ici conditionnelle mais ¢a
ne change rien) d’une forme quadratique.
Des arguments similaires permettent d’obtenir les estimées suivantes

N
R|z| 1
T < — ~N"E
Tl < NImQ(z)N;

Rz 1
NIm®(z) n
l’estimée finale provenant de l'estimée de différence de traces de résolvantes de

matrices perturbées.
Enfin, le terme T3 se gere de manieére proche :

T -1 T -t
T (375 = 20,) " =T (36,30 - 21 )

B In(z) —Egn(z Rvar~zl/2: l
T < B ) ~Ea)] < o i) = 0. (5)

Ceci achéve la démonstration de ([5.3), 'équation (5.4) se démontre de maniere
identique. O

Prop051t10n 65. Le systeme des trois équations suivantes, d’inconnues t, et
tn, admet un unique couple de solutions (t,,t,), chaque fonction t, et t, étant
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la transformée de Stieltjes d’une probabilité a support inclus dans RT :

N

1 1
tn(Z) B N ; _Z(l + Cnpitn(z)) + (1 - Cn)pi ’ (56)
- B 1 N Di -
tn(z) = —z + E £ ]W] 5 (57)

Tn(2) = catn(2)+(1—cp) <1> (5.8)

Démonstration. On va dans un premier temps démontrer I'existence de telles
solutions. On montrera ensuite I'unicité. Considérons le méta-modele suivant :

Ry O

0 Ry
ott RY est une matrix NM x NM, diagonale, chaque valeur propre p; de Ry
ayant maintenant une multiplicité M en tant que valeur propre de R% . On

introduit les grandeurs associées & R :

— XM est une matrice NM x nM & entrées i.i.d.,

— I = g (RY)VEXGE,

23

-1
— g)(2) = § T (SMEIDT —2Inm)

— GM(2) = AT (SMTSM — 2Lag)

Fixons les dimensions N, n et faisons tendre le 3eme parametre M vers 'in-
fini. Les résultats de la proposition demeurent valables et étant donné le
caracteére bloc diagonal de la matrice R/, les équations s’écrivent :

E g™ _ 4 3 1 ) ! 5.9

ST s e Pl (oo
N —1

ngy(z) = —Z—i—iz;l_’_ngzgé/[(z) +0., (\/;7M>7 (5.10)

EgY(:) = eBg(2)+(1—cn) (—1) (5.11)

En tant que transformées de Stieltjes, les suites (Egp'), et (Egp), ., sont

des familles normales sur C* dont on peut extraire deux sous-suites (que 'on
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notera encore par abus de notation E g™ et E gM) qui convergent uniformément
sur tout compact de C* vers des limites analytiques sur CT ¢ et £%. La conver-
gence étant en particulier ponctuelle sur C*, on en déduit (par propriété de
convergence ponctuelle de transformées de Stieltjes) que ¢ et £* sont les trans-
formées de Stieltjes de sous-probabilités (=mesures positives de masse totale
inférieure ou égale & 1) de support inclus dans R*, cette derni¢re propriété
découlant de

2th (2) = A}gnoo 2EgM(2) >0 pour ze€Ch

et du résultat analogue pour £*. D’autre part, I’équation (5.11]) entraine immédiatement
que

F(2) = ent (2) + (1— cn) (—1> . (5.12)

z

Réécrivons I’équation (5.9)) sous la forme

1 & 1 1
B = § L ST pEa ) o () 6

Siz € Ct,alors ! (z) € CT en tant que transformée de Stieltjes et E g (2) ——
— 00

t*(2). Comme I'application de C* dans C7 :

1 & 1
— N; —z(1+p:Z)

y est continue, le passage a la limite dans (5.13)) entraine que

N 1 N 1
E 1+pzt*< D N2 (0t capitn(2) + (- ca)p

pour z € CT. On démontre de méme que t satisfait 1’équation . On a
ainsi démontré I'existence de solutions t* et ¢ qui satisfont les 3 équations de
la proposition.

Reste & démontrer que t¥ et £ sont les transformées de Stieltjes de proba-
bilités et qu’elles sont uniques.

La fonction £ étant la transformée de Stieltjes d'une sous probabilité, on en
déduit lexistence de x € (0,1] tel que pour z € CT,

[£.(2)] <

R

lim #%(iy) =0 .
e S n(ty) =0

Passons maintenant a la limite en y — oo dans ’équation
N

wyty (1y) = lim yt’(iy) = —1.
vty (iy) 21 1+plt* T o) Jim_iyt; (iy)
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On en déduit que ¢}, est la transformée de Stieltjes d’une probabilité ; idem pour
t* par le méme type d’arguments ou 'utilisation de .

Démontrons maintenant I'unicité et supposons qu'il existe deux couples (¢, f)
et (7,7) qui sont des transformées de Stieltjes et satisfaisant le systéme de la
proposition. En particulier, ¢ et 7 satisfont ’équation . En soustrayant et
en majorant, il vient :

R|z|cn
m®(2)

En se placant dans un domaine de CT contenant un point d’accumulation ol
R|z|
Im?2(2) =
elles y sont donc égales. Cela entraine immédiatement le fait que ¢ = 7. O

t—rl.

< 1, on en déduit que t et 7 y coincident mais étant analytiques sur CT,

Proposition 66. Pour tout z € Ct, on a :

]Egn(z) 7tn(z) — 0 et Egn(z)*tn(z) — 0.
N,n—o0 N,n—o0
Démonstration. On démontre la premiere convergence. La famille (Eg,, — t,)

étant normale sur C*, on en extrait une sous suite convergente vers foo, analy-
tique sur C*. En soustrayant les équations (5.3)) et ., il vient :

Nt R|z|c, ) 1
gu(2) ~ ()] < 1715 B (2) - tn<>+oz(ﬁ).

On se place maintenant dans un domaine de C* contenant un point d’accumu-

lation tel que sup,, ﬂ;l(i”) < 1. Sur un tel domain D, on a Eg,(z) — t,(z) =

O. (1/y/n). En particulier, E g, (2) — tn(2) tend vers zéro pour tout z € D.

Cela implique en particulier que la limite f., analytique et coincidant avec
0 sur D y est nulle sur C*. Autrement dit, de toute sous-suite, je peux extraire
une sous-suite qui converge vers zéro. Nécessairement, la suite (E g, (2) — t,(2))
converge vers zéro pour tout z € CT.

O

5.3.2 Démonstration dans le cas d’entrées gaussiennes

Soit X, une matrice N x n & entrées i.i.d. N'(0,1) et Ry une matrice N x N
réelle, déterministe, semi-définie positive, de décomposition spectrale

Ry =0 DNON , ONOL =0%L0ON =1y

Proposition 67. On pose
~ 1 ~
S, = —RY2X,, X.=OxX,. Tn———DV2X
\/* n ) N ) \/’ﬁ N N

alors la matrice X,, est & entrées i.i.d. N(0,1) et les matrices 3, %k

*
et Iy
ont méme mesure spectrale.
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La proposition [67]stipule que dans le cas gaussien, il suffit d’étudier la mesure
spectrale pour Ry diagonale.

Démonstration de la proposition [67. Introduisons les vecteurs colonne (x;) et
(&;) des matrices X,, et X,,. On a

Xn = [ilv"' ain] = [Olea"' 70Nmn]

De maniere évidente, les vecteurs &; sont des vecteurs gaussiens indépendants
de loi Nn(0,050%) = Ny (0, Ix). Le caractere i.i.d. gaussien des entrées de la

matrice X en découle. Montrons maintenant que les transformées de Stieltjes
gn et gn des mesures spectrales de X, 27 et I',I'} coincident.

_ 1 -1
(2,5 — 2Iy) - (nR}V/QXnX,{R}V/Q ~ zIN)

1 —1
<n071\}D]1\{20NXnXZO£D11\{20N - ZIN>

1
1 ~ ~
= oF (nD}V/QXNXg“ DyY? - zIN> On

= OJJ\} (Fnrf — ZIN)_I ON

En prenant les traces normalisées de part et d’autre, il vient

1 -1 1 _
&I (2,57 — 21Iy) &I O% (T,T,, — zIy) "' On

1 _
= T (Culy — 21y) !

soit g, = gn [

5.3.3 Le cas général
Interpolation avec le cas gaussien

Proposition 68. Soit A une matrice N x N déterministe de résolvante Q(z) =
(A—2I)"! et R une matrice hermitienne N x N. Soit € = (z1,-++ ,2,)T un
vecteur aléatoire n x 1 réel ou complere, a composantes i.i.d. vérifiant

Ex; =0, Elz]?=1, Elzl*<oc.

Soit par ailleurs un vecteur gaussien & a composantes i.i.d. gaussiennes com-
plexes standard, i.e. T; ~ Nc(0,1). On suppose que x et & sont indépendants.
Alors

1 1 -1
NIE Tr (A + RV px*RY? — z])
n

1 1 o1/24xp1/2 - IR
fN]ETr <A+nR/a:wR/ — 2zl = O, 372
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pour

N
0 < liminf — < limsup— < o0 .
n n

Démonstration. Appelons A le membre de gauche de I’équation ci-dessus. En
utilisant la formule de perturbation de rang 1, il vient

A L Lx*RY/?Q’R'*x Lp L&"RY/?Q’R'*%
~ N \1+LleR12QR2z ) N\ 1+ L& R2QR2%

N

(a) i l * pl/22 pl/2 1 _ 1
= N]E (n:c RY/ZQ°R/ "z 1+%m*R1/2QR1/2m 1_~_%TTR1/2QR1/2

_i l—'* 1/212 pl/24 1 _ 1
NE (n(E R/ZQ°R/ "z 1+ %i*RUQQRUQ:i 14 %TrR1/2QR1/2

Notons que 'identité (a) provient du fait que les vecteurs x et & ayant les mémes
moments d’ordre 1 et 2, on a 1’égalité

E <1w*R1/2Q2R1/2m> =E (15*R1/2Q2R1/25ﬁ> _ lT\r(Rl/QQRl/Q)
n n n

Avant de nous attaquer a la majoration du module de A, remarquons que :

%m*R1/2Q2R1/2$ ‘%w*R1/2Q2R1/2m| 1
1+ 1z*RY2QRY?z| — Im (La*RY2QR'2x) ~ Im(z)
et que
1 _ I
1+ 1Tr RY2QRY2| ~ Im(z) |

Par suite, en réduisant au méme dénominateur, il vient :

1 R 2
|%|§|imm<wmmym%ﬁzo4ﬂﬂ>
NIm*(z) n n3/2

La méme estimation prévaut pour Az ; cela nous permet alors de conclure. [

Remarque 69. 1l y a beaucoup de similitudes entre la preuve ci-dessus et celle
permettant 'estimation de la variance de la transformée de Stieltjes a l'aide de
Uinégalité d’Efron-Stein. La principale différence est liée au fait qu’ici, on ne
fait pas Uhypothése que x et & ont méme loi, seulement les mémes moments
d’ordre 1 et 2.

On peut maintenant interpoler entre les cas gaussien et non gaussien. On

rappelle que
1
Y, = —RV2X, =&, -,
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et on introduit

1
C_ 1/2 % C _ ¢C C
Zn - \/ﬁRn/ Xn _[ 1,777 v&n]
ott XC est une matrice N x n & entrées i.i.d. Nc(0,1). On interpolle entre les
résolvantes des matrices de covariance associées en changeant a chaque fois un
vecteur colonne; on introduit.

Qn(2) = (3,55 — 27", QS(z) = (S5(85)" — 1)
et les matrices
-1
QY(= <Z£k£k+2£kgk - ) , 1<i<n—1
k=i+1

en posant QSLO) =QC et QSL") = Q.

Proposition 70. Pour z € CT, on a

-1

lTr]EQn(z) — lTrIEQS(z) —0
n n

n—oo

Démonstration. On a

—

MIEQ.() - TTEQIE) = 3 (SMEQYE) - ImEeie)

=0

@)

|
S

d’apres la proposition

On peut maintenant démontrer le théoréeme

Preuve du théoréme[58. Concernant le point (a), existence et 1'unicité d’une
solution a I’équation , ainsi que ses propriétés, ont été établies a la propo-
sition

Abordons maintenant le point (b) L’estimation de la variance pour la trans-
formée de Stieltjes g, (z), en O, ( ) nous permet d’établir

gn(2) —Egn(2) AN

n—oo

L’interpolation avec le modele & entrées gaussiennes (cf. proposition [70f) entraine
que

. 1
Egn(z) —Egn(z) ——= 00t g,(2) = =TrQ(2) .
n— oo N
La proposition [67] nous permet de nous ramener alors & une matrice Ry de type

diagonal pour laquelle la proposition [66] s’applique : pour z € C,

Egg(z) —tn(z) —— 0,

n— oo
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soit finalement, en collectant ces résultats intermédiaires,

gn(2) —tn(z) 2250 .
n—oo
Démontrons maintenant le point (¢). Montrons dans un premier temps que
la famille de mesures spectrales (L,) ainsi que la famille de probabilités (F,,)
sont tendues. On va s’appuyer pour cela sur le critére de tension utilisé dans
I'exemple [} On a

B

TI‘XNXE .

N
1 1 1/2 1/2

)\Lnd)\:—g)\i:—T XnXi <
/]R+ (dX) Ni:l N rRy"XNXyRy

Donc presque stirement,

R
lim sup ALp(d\) < limsup — Z |Xi5* < oo
n R+ n o Nn i=1:N,j=1n

Cela assure que presque stirement, (L,,) est tendue.
Considérons maintenant la probabilité F,, sur RT dont la transformée de
Stieltjes est ,,. On montre facilement que

/ AFp(dX) = lim w1l —ut,(—u)] .
R+

u——+o0o
En effet,
= utn(—u)] = /Lf @) —— [ AF.(d)
u Ulp({—U)] = U N+ u n P n .

Remarquons aussi que limy,_, o ut,(—u) = 1. Evaluons maintenant la limite de
u[l — uty(—u)] quand v — oo & laide de ’équation satisfaiteﬂ par t,(z). On a

1 N U
wll — uty(—u)] = U <1— N;u(l—kcz\mitn(—u))+(1—CN)pi>
_ 1 N u?enpitn(—u) +u(l — en)p;
N = u(l + enpitn(—u)) + (1 — cn)pi

(2

1

U—00 N “4
K3

WE

1
pi = =TrRy <sup||Ry| < oo .
N n

Il
—

Soit finalement
Sup/)\}'n(d)\) < sup ||Ry|| < o0,

n

ce qui nous assure que la famille de probabilités (F,,) est tendue.

1. On pourra justifier que ’équation satisfaite par t,(z) reste satisfaite si z est un réel
négatif.
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Soit D un sous ensemble de C* dénombrable et contenant un point d’accu-
mulation tel que presque stirement, pour tout z € D, on ait

gn(2) —tn(z) —— 0

n—oo

et (Ly) tendue. Supposons existence d’une fonction f continue bornée pour
laquelle [ f(A)Ly(dX) — [ f(X)Fn(dX) ne converge pas vers zéro. Alors il existe
€ > 0 et deux sous-suites (L)) et (F),) telles que

‘ / FOVL, () — / f()\)]-“,’L(d)\)’ >c. (5.14)

De la sous-suite (F},) considérons une sous-suite extraite (F,/) qui converge
étroitement vers F*, de transformée de Stieltjes ¢t*. Alors t//(z) — t*(z) pour
tout z € D et en particulier g)/(z) — t*(z) pour tout z € D. Cela entraine alors
que L converge étroitement vers F*, ce qui contredit . O

5.4 Etude de la mesure limite pour le modele de
grandes matrices de covariance

Nous nous intéressons précisément ici a la structure du support de la distribu-
tion S dans le cas de grandes matrices de covariance. Cette étude est fortement
inspirée (& pas mal de simplifications de preuves pres) par 'important article
[23].

Au lieu de travailler ici avec la matrice X, X7, on s’intéressera de préférence
a la matrice ¥} %, de taille n x n (oli, comme précédemment, ¥,, = ﬁR%QXN
avec Xy = (X;;) une matrice N X n & entrées i.i.d. et telle que EX;; = 0,
E|X;;|* =1 et E|X;;|* < o). Bien évidemment, avec les notations de la section
précédente, on trouve que la mesure spectrale Ly de ¥ 3, vérifie

. -N. N
Inv="""6+" Ly
n n

N t
et donc, dans le cas ot LFF —=" 5 LI et % — c € (0,00),
N,n—o0

Ly = F=(1-¢)d + cF.

N,n—o0

Lemme 71. Dans les conditions du Théoréme[63, I’équation

t(z) = (_z+c/%)l’ zeC*t

admet une unique solution z — t(z) qui est la transformée de Stieltjes de F.
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Démonstration. En partant de ’équation

_ uLZ (du)
B Z+C/1+uf(z)

)

(2)

et en multipliant chaque coté par £(z), on trouve

1:—25(2)+C(1_/1L§z(§2)>

de sorte qu'avec czt(z) = 1 — ¢ + z1(z), on trouve

1 / LE (du) _ / LE (du)

t=) = 21+ ul(z) —z — zut(2)

et finalement, & nouveau grace a czt(z) = 1 — ¢ + 2t(2),

B LE (du)
t(z) = / —2(14wuct(z)) + (1 — c)u’

L’équation

-1
- uL? (du
t(z)=(—-2z4c / M
1+ ut(z)
est trés intéressante, car elle permet immédiatement d’obtenir une formule d’in-
version pour ¢(z), & savoir

1 /uLgo(du)
z=———+c [ —=——=

t(2) 1+ ut(z)

Cette formule sera fondamentale dans ce qui suit.

L’objectif de cette section est de caractériser F (ou de maniére équivalente
F ) de maniere assez fine. Rappelons pour cela que la connaissance de I’équation
régissant ¢(z) nous permet de “tracer” empiriquement la forme de la loi F du
fait de la Proposition [2}8. Cependant, cette proposition n’assure pas que F soit
une mesure & densité et la tracé (qui se base sur une estimation de t(x + iy)
pour y faible) ne nous permet pas d’en définir le support. C’est le premier point
que nous étudierons.

En fait, cette étude nous permettra, au dela de la caractérisation du sup-
port, de comprendre un phénomene crucial de changement de variable qui nous
permettra de connecter plus immédiatement les lois L et F. Cette connexion
sera fondamentale pour les questions d’inférences (& savoir étudier les propriétés
de LE étant données celles de F).
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5.4.1 Compléments a la Proposition

Avant tout, nous devons ajouter quelques éléments techniques a la Proposi-
tion 2 nous permettant de déterminer la densité d’une mesure dont on connait
la transformée de Stieltjes.

Proposition 72. Soit g, la transformée de Stieltjes de la mesure p de sup-
port réel et de masse finie. Supposons que lim,~ o (g, (z + 1y)] existe dans un
voisinage de xq. Alors p a une densité en xy €égale a

~ lim Slg, (a0 + )]
Démonstration. Dénotons I(x) = limy o S[gu(x + 1y)]. Par continuité de g,
sur {z,3[z] > 0}, on peut choisir § > 0 tel que, pour tout ¢ et y satisfaisant
[t — x| < et |yl <0,
() = Slgu(t + ]| <e.
Prenons z1, x5 deux points de continuité de p tels que |z; — 2| < §. On a alors
par la Proposition [2}8 que, par exemple,

1 [*2 .
o) = 2 [ e+ ina] < ez —

1

de sorte que

‘M([»’Ulaxz]) 11
|’I27l‘1| 7T|£L’27

/ %[gu(t—i—iy)]dt‘ <e.
1L’1| T

Ainsi
pllan, @) 1 11 /“ . 1
i ——— | Sgult dt — =1 2.
|£C2 —£E1| T (.1?) < E+ T |1,2 _1,1| - J[QN«( +7’y)] T (x) < ze

On peut alors prendre une séquence €,, — 0 et des 1 5, T2, points de continuités
tels que

llernswanl) Ly

— 0.
|x2,n - xl,n| s

On généralise alors a toute séquence. Ceci montre que p est dérivable en x avec
dérivée L1(x).

Il reste a démontrer que I est continue en xy. Pour cela, on utilise la conti-
nuité de z — (g, (2)]. Pour z avec S[z] > 0 et |z2—xo| < 3, [1(20)—S[g.(2)]] < e.
Pour z réel et |[z—x| < §, il existe z avec F[z] > 0 tel que max(|z—z|, |z—x0|) <
d implique |I(z) — S[gu(2)]| < €. Et donc |I(z) — I(z0)| < 2e. O

5.4.2 Application au modele de covariance

Dans toute la suite, nous allons de maniere fondamentale nous baser sur
I'identité suivante. Pour tout 21,20 € C\ R,

- - t(21)t(22)uLE (du) o NHNT
(te1) — 1)) <1_C/ (1+uf(zl))(1+uf(zz))>_(zl ZQ)t(Zl)t(ZQ()' |
5.15
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Cette formule fait suite immédiatement & l'identité scalaire de la résolvante
at—bt=a"171(b-a),

q 21) — t %) u? Eo U
t(z1) — t(2z2) = 1(21)t(22) <z1 — 22+ C/ (;1( +)uf(i(1)))()1 +it~(z(:j)))> .

En particulier, pour z;1 = z € CT et 20 = 2*, on trouve

u?LE (du)

2iS[E(2)] (1 — clt(2)]” 1+ ui(2)]?

) = 2Ll

et donc, comme 3[z] > 0 et S[t(z)] > 0 (en tant que transformée de Stieltjes
d’une mesure réelle)

u?LE (du)

g 2

(5.16)

pour tout z € CT.

Rappelons ici que Ct = {z,S[z] > 0}. Avec les notations du modele de
covariance évoquées plus haut, nous avons tout d’abord le résultat suivant.

Théoréme 73. Pour tout x € R*,

lim #(2) = °(2)

zeCt—z

existe.

Cela implique donc par la Proposition que F a une densité partout sur
R* égale a 23[t(2)].

Démonstration. La preuve se déroule en deux étapes. On montrera tout d’abord
que #(z) est bornée dans un voisinage B C C* de x. On pourra alors extraire des
sous-suites d’éléments de CT convergeant vers x telles que £ converge également
sur ces sous-suites et on cherchera & montrer qu’alors £ a la méme limite sur ces
sous-suites.

Etape 1. Prenons B C C* un voisinage de = € R*. Supposons que pour une
suite 2z, € B loin de zéro, |t(z,)| — co. Prenons également zy € C* fixe. Alors,
par un calcul similaire a celui permettant d’obtenir , on trouve que

N - t(2n)t(20)u? L, (du)
(znt(zn) — zot(zo)) <1 - C/ (1 + ut(zn))(1 + uf(%)))

B e t(2n)t(20)uLE (du)
= (2n = 20) / (14 ut(2,))(1 + ut(20)) (5.17)
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Par Cauchy—Schwarz, nous avons les deux résultats :
/ t(20)u?LE (du) / () [2u2 L (du) |£(20)[2u2 L2 (du)
1+utzn) 1+ ut(z)) 114 ut(z,)|? 11+ ut(z0)|2
/ t(z0)uLE (du) / [£(2)[2u2 LE (du) |t(20)2LE (du)
1—|—utzn N(1 + ut(z0)) 114 ut(z,)|? 14 ut(z)|2
Et donc, d’apres (5.16]), dans la limite n — oo,

(2)F(0)u L (du)
/<1+uf< >>1+uf<zo>>'<1
/ () (20U ()

(1 + wt(zn)) (1 + ut(z0))

limsup ¢
n

limsup ¢
n

<.

g 2, BrR

Attention : la premiére inégalité est stricte du fait que ¢ [ W
’ : ‘E(zn)|2uﬁLi(du)

alors qu’on a seulement limsup,, ¢ [ R [ Tt 1. )
Et donc, d’apres ces relations replacées dans ([5.17)), on trouve que lim sup,, |z,t(z,)—

201(20)| < 0o. Mais d’apres notre hypothese de départ,

<1

lmsup |20 (z0) = 20(z0)| > limsup [z i) = |z0] - (z0)| > o

(rappelons que z, 4 0) ce qui est contradictoire.

Etape 2. Comme on sait que #(2,) est borné pour z, dans un voisinage B
de x € R*, considérons deux suites 21, et 2z, de limite commune x et telles
que t(z1,,) — t1 et t(22,,) — t2. D’apres (5.15)), on a alors

- ~ t(21.0)t(22,0)u? LE (du) B o Ni(s s
(e =tea) (1= [ R B iy ) = o 2’”“(( ' "))< )
5.18

Dans cette expression, le membre de droite tend vers 0 lorsque n — oo. Pour
prouver que t; = to, il s’agit alors de prouver que

[ i) (ze,0)u LE (du)
: / (14 ut(z1,,))(1 + ut(z2,n)) ‘ > 0.

lim inf

L’inégalité de Cauchy—Schwarz n’est pas suffisante ici. L’approche que nous
proposons consiste en 1’étude de

" [/ 15(:;;()1 f)?()l +L:t<( 2»}

1 / ut(z1,,) ul(22,0)
4 1+ ut(21.) 1 + ut(z2.)

2

R (du) — c/ uf(z}m) — UE(Z?’n)
o 14+ ut(z1,) 14 ut(zem)

Li(dm]
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ol on a utilisé ici I'identité de polarisation R[[ f*g] = %[Hf +9lI> = If —gl?]-
Pour le premier terme de droite, par |a+b|> < 2(|al? + |b|?) et I'inégalité (5.16)),

- 2

n t n

lim supc/ (e (z% ) LE (du) < 4
1+ ut(z n) 1 + ut(z2,n)

Ainsi,

1 _;R[ / (=, n>£<Z2n> 2LE (du)
(1+ ut(z1 n))(1+ ut(zQ n)) ]
- u?LE (du)
> |t(z n z n =
Z [tz 2 11+ ul(z1.0) 2|1 + ub(22.0) 2

ou l'intégrale de droite, du fait de t(zz,n) < K pour une constante K donnée,
est bornée inférieurement par une valeur non nulle (& moins que LE = 6y, ce
qu'on exclue évidemment). On utilise alors |1 — w| = /|1 — R[w]|? + [S[z]]2 >
|1 — R[w]| pour conclure que, lorsque n — oo,

f(zlm)f(zQ,n)uQLﬁ(du)
1= C/ (1 + ub(21.)) (1 + ub(z2.0))

lim inf

> Clty —to

pour une certaine constante C' > 0. Si #; =+ ts, alors cette limite est non nulle
et donc, en prenant (j5.18] - dans la limite n — oo, on trouve t1 = tz Ce qui est
contradictoire avec I’hypothese #; # t5 et implique donc que £, = 5. O

Avant de continuer, penchons nous plus précisément sur I’équation

i(z) = (_+/%>

que, nous 'avons vu, peut se réécrire sous la forme

_ 1 . uL® (du)
T f(z)+ /1+uf(z).

Comme £(z) est uniquement définie pour z € C* avec pour image (C*), on
peut d’apres ce qui précede définir explicitement son inverse {(C*T) — CT,

S 1 uL B (du)
z()-—;—l—c/i~

14 ut

qu’il est tentant d’étendre sur C*. De la méme maniére, souvenons nous que
t(z) doit s’étendre par continuité sur R*\ S avec S le support de F. On est donc
a nouveau tenté de définir une nouvelle fonction, réelle cette fois-ci, définie par
R*\ {#; —1 e supp(LE)} = R,

R
x(f):—i—l—c/m.
t 14 ut

Cette fonction semble naturellement étre :
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> sur £{(R* \ S), 'inverse de la restriction de (I'extension de) £ & R* \ S
> sur le reste de son ensemble de définition, une extension “sans réelle
interprétation physique” de cet inverse.
En particulier, la motivation de ce qui va suivre est la suivante : en se rap-
pelant que £, en tant que transformée de Stieltjes d’une mesure réelle, est
nécessairement croissante sur R\ S (rappelons que ' (z) = [(u—=z)2F(du) > 0),
on s’attend a ce que
> sur £(R*\ S), z(#) soit une fonction croissante (en tant qu’inverse locale
d’une fonction croissante)
> sur le reste de son ensemble de définition, (%) ne puisse pas étre croissante
(sinon elle aurait une inverse locale satisfaisant la définition de £(x) qui
serait croissante).
Cette intuition, originellement due & Marcenko et Pastur dans leur article [I8],
n’a été rigoureusement prouvée que dans [23]. Nous donnons (une version parfois
améliorée) de cette preuve ici.

Théoréme 74. Définissons z(-) et x(-) comme ci-dessus et rappelons que S est
le support de F. Alors,

1. Sizg € S, mg # 0, est un point de densité positive, alors f‘l(x ) est

lunique solution t de partie imaginaire positive de l’équation z(t) = xg.

2. Sizg ¢S, 2o # 0, alors t°(zo) appartient a 'ensemble R* \ {t; —+

supp(LE)} et est l'unique solution réelle de x(t) = xq telle que o' (% ) > O.

Réciproquement, pour to € R* \ {¢; —% € supp(LE)} tel que o' (tg) > 0,

x(lo) ¢ S.

Démonstration. Commencons par prouver le résultat [I On a évidemment 0 #
t°(zo) = limy~ o t(xo + 2y) avec

. 1 / uL % (du)
To+y=—= — +tc¢ = -
t(xo + 1y) 1+ ut(zo + 2y)

"‘8

Par ailleurs,

/ uLE (du)

1+ ut(zo + iy)
puisque |1 + ut(zg + iy)|?> > t2Q[t(w + iy)]?. Du fait de la convergence de
S[t(xo + 4y)] vers une valeur non nulle, le membre de droite est borné pour tout

y petit. Cela nous permet d’appliquer le théoréeme de convergence dominée pour
obtenir, dans la limite y 0,

? u?LE (du) < 1
11+ ut(xo +3y)|2 ~ S[t(xo + iy))?

Tro — —

1 / uLE (du)
= +c —_—
t°(zo) 1+ ut(zo)
Cela nous donne P'existence de la solution.

Pour l'unicité, prenons #; # to € C* tels que z(t;) = z(t2) = x¢ et
considérons des boules By = B(t1,e) et By = B(ta,e) telles que B(t1,e) N
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B(ta,e) = 0. Alors x¢ € z(B1)Nz(Bz) qui est ouvert par le théoreéme de I'image
ouverte (z(-) étant une fonction analytique aux voisinages concernés). Donc il
existe 2/ € CYN(z(B1)Nz(By)) tel que 2’ = z(#}) = z(t,) pour un certain couple
th € By et t, € Bo. Mais cela est impossible car alors ¢} = £(2') et t, = £(2'), ce
qui rompt I'unicité de la définition de ¢ sur Ct.

Passons maintenant au résultat [2l Supposons tout d’abord que °(zg) # 0
(on montrera plus bas que c’est en effet toujours le cas). Comme x¢ ¢ S, t
peut étre défini en xq par t(zg) = £°(20) = [ F(du) et, restreint & R, on a
évidemment #' (o) > 0. Ainsi £, maintenant vue comme une fonction complexe,
est analytique dans un voisinage de (zo, t(xg)).

Remarquons alors que, pour tout ¢ dans un voisinage de (),

R
z(f)—1~+c/UL°°(dzt)_1~+€<11~r(1~>>
t 1+ ut t t t t

ou on définit r(z) = [(u—2z)"'LE s (du) la transformée de Stieltjes de la mesure
. Comme t( ) 0, dans la limite £ € C*t — #(z¢), on a alors

u—=xo

1 1
r|{——= — o + — € R.
t t(wo)
Comme cela est vrai aussi pour tout « dans un voisinage de g, on a r(—%) — e
R dans la limite £ — #' pour tout # dans un ouvert contenant £(xg). Mais d’apres
la Propositi~on cela implique que _{(%02 ¢ supp(LE) (puisque %[r(—%)} -0
pour tout ¢ — t' dans un voisinage de t(z¢)). Ainsi nous avons montré que

t(xo) ¢ {t; —1 € supp(LY)}.
Cela implique donc que z(t(xg)) est bien défini et £(z¢) est I'une des solutions

LR (d
de x(t (1'0)) = t(xo) + Cf 11L+Z°£~((w3

autour de (#(z),z0)). Comme #(z9) > 0, nécessairement, par inversion locale,
@' (t(z0)) > 0.

Pour 'unicité, considérons #; # t5 deux solutions réelles de x(fi) = x telles
que z'(t;) > 0. Alors,

i (1 [ G ) =

; ; . . 2LE (d
Comme 1 # 15, nécessairement c [ Wi(l":jfz)
. f

et par (5.16) prise dans la limite des z — xq,

/ u?LE (du) /uQLR (du) /uQLR (du)

c

(1+Ut1 1+’U,t2 |1+ut1|2 |1—|—ut2|2 -

avec la premiere inégalité devenant une égalité si et seulement si les fonctions
ut1/(1 4 uty) et uta/(1 + utz) sont proportionnelles; ceci ne peut arriver que

(par extension analytique possible de z(#)

= 1. Mais par Cauchy—Schwarz




5.4. ETUDE DE LA MESURE LIMITE POUR LE MODELE DE GRANDES MATRICES DE COVARIANCE97

si L% est un Dirac et on se trouve alors dans le cas de Marcenko—Pastur qui
est completement connu. Pour le cas general on a donc inégalité stricte et donc
contradiction avec 'hypothese. D’olt £; = f5.

Supposons maintenant que £°(zo) = 0. Toujours par analyticité de ¢ au
voisinage de xg, écrivons

. wien, LE (du)
-1 2o \BH)
Fnten + C/ 1+ ute,

pour une certaine séquence z, — g et i€, = f(zn) avec €, \( 0. Dans la limite,
on trouve, par convergence dominée, 0 = —1, ce qui implique l'impossibilité
d’avoir t°(zp) = 0.

Il nous reste & démontrer la relation réciproque. Si fo € R* \ {{;—+ €
supp(L)}, alors pour z € C* et ¢ dans le voisinage de o,

- ~ u?LE (du) (o (I
(t(z) — 1) <1 - c/ i)t uf)) =(z ()t(2)t.

En prenant z € Ct — z(#) et en utilisant Cauchy-Schwarz avec le fait que

U\1L+7u(t\2) > 0), on a finalement (z) —

t € R. Ainsi, z(f) n’est pas dans le support de S d’apres la Proposition O

2'(f) > 0 au voisinage de £y (et donc 1—c

Une représentation graphique de la fonction x(f) est donnée en Figure 5.1} Le
comportement de la fonction est tres particulier. Par des arguments similaires
a ceux évoqués dans les preuves, il peut précisément étre démontré que :

> pour th # ty et o' (t;) > 0, x(t1) 7& z(t2)

> sity <tpet[f1,ta] CR* C {t;—+ e supp(LE)}, alors z(t;) < z(t).
Il n’est pas non plus toujours vrai que des asymptotes apparaissent comme en
Figure ; cela dépend de la forme spécifique de L.

Dapres la Figure il est intéressant de noter ’existence ou non de dérivées
nulles pour z(f) aux positions correspondant & l’entrée ou la sortie du support
S. Le signe de la dérivée prise au point d’inflexion nécessairement existant dans
la représentation permet en particulier d’assurer I’existence ou non d’une partie
croissante pour z(f) dans chaque intervalle de définition.

Nous concluons la section par la caractérisation, plus simple, de la masse en
z€ro.

Théoréme 75. Sous les hypothéses de travail de cette section, la mesure F a
une masse en zéro donnée par

F({0}) = max(0,1 — (1 — LL({0}))).

Démonstration. On utilise ici la formule (voir Proposition 6)

_ _ LE (du)
F({o}) = hm —iyt(iy) =1 —c+ ;%c/ T uitiy)”
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T
x (%)
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FIGURE 5.1 — 2(f) pour ¢ réel, Ry diagonal composé de trois masses en 1, 3 et
10 (figure supérieure) et 1, 3 et 5 (figure inférieure), ¢ = 1/10 dans les deux cas.
Extrema locaux marqués par des cercles, points d’inflexion par des carrés. Le
support § de F peut étre lu sur ’axe des ordonnées.



5.5. INFERENCE STATISTIQUE POUR LE MODELE DE GRANDES MATRICES DE COVARIANCE99

Grace a l'identité (qui se démontre en dérivant le membre de gauche par rapport
a u pour en trouver le maximum)

1 2
P = (s{fu'y)])

on trouve que, si F({0}) > 0, alors |yS[t(iy)]] — F({0}) et yR[(iy)] — 0, d’olr
par convergence dominée, F({0}) =1 — ¢(1 — LE ({0}))). O

5.5 Inférence statistique pour le modele de grandes
matrices de covariance

Une des conséquence inattendue des résultats de la section précédente est
qu’ils vont nous permettre d’effectuer de 'inférence statistique, en ce sens que,
étant donné un estimateur pour la mesure F, il va nous étre possible d’évaluer
certaines fonctionnelles de la mesure L% (et donc de sa version & dimension finie
LE). En particulier, une formule a priori seulement utile dans le cadre d’une
preuve évoquée plus haut va se révéler fondamentale. A savoir la relation

T ‘i(lz> e (‘t<1>>

) = [ 2=,

u—w

avec

Cette formule nous permet, en une seule écriture, de relier directement les trans-
formées de Stieltjes r(-) et () des informations cachée (le spectre de la matrice
Ry) et visible (le spectre de ¥%%,,) dans un contexte d’inférence.

5.5.1 Quelques rappels d’analyse complexe

Avant de poursuivre, rappelons rapidement quelques éléments d’analyse com-
plexe.

Proposition 76 (Intégrale de Cauchy). Soit C un contour fermé orienté posi-
tivement dans CT (et n'effectuant qu’une seule boucle). On a dans ce cas
> si z est un point de la surface décrite par C, et f est holomorphe sur

U DC, alors
1 flw)
%}({w_zdwff(z).

> si z n'est pas dans cette surface, alors sous les mémes hypothéses

L fw)
§;gbﬁla7:i;dul—-o
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Proposition 77 (Calcul de résidus). Soit C un contour fermé orienté positive-
ment dans C* (et n’effectuant qu’une seule boucle) et f une fonction holomorphe
sur un ouvert incluant C. Soient a1, ..., ay, les points singuliers de f a lintérieur
du contour C. Alors,

L
i 7018 = o es( )

ot Res(f,a) est donné par

Res(f,a) = —— lim 9 ((z - )" /(2))

(n—1)! z5a dzn—1

avecn € {1,2,...} le plus index tel que cette quantité est finie.

Proposition 78 (Théoreme de convergence de Vitali). Soit (fn)nen une suite
de fonction analytiques dans D C C telles que |fn(2)] < M pour tout z € D.
Supposons que fn(zr) — f(zx) pour z1,z2,... un ensemble admettant un point
d’accumulation dans D. Alors, f, converge uniformément dans tout ensemble
B strictement inclus dans D et f est analytique.

5.5.2 Inférence statistique : Spécification des contours

Notre objectif dans cette section est d’évaluer une quantité du type

G(f) = / F(HLE (dt)

pour une fonction f que nous voulons extensible en une fonction complexe ana-
lytique au voisinage de chaque composante connexe du support de LZ. En
particulier, nous pourrons demander a f d’étre une quelconque fonction analy-
tique sur une composante connexe de L et nulle partout ailleurs. Encore plus
spécifiquement, si LE = 2511 agd AR, IOUS POUITONS souhaiter estimer les quan-
tités Af individuellement (auquel cas, si on connait les ay, on prendra f(t) =t
au voisinage de Al et zéro ailleurs).

Le cceur de I'approche consiste a observer que, grace au théoreme de Cauchy

(Proposition ,

61)= [ (g5 f 2%aw ) 20 =~ 5 f flwyr(wiae

ou r(w) = [(t —w) 'LE (dt), transformée de Stieltjes de L.
Il suffit alors d’utiliser le lien entre r(z) et #(z) évoqué plus haut pour lier
G(f) & t(2). En particulier, en réécrivant de maniére plus élégante la relation
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nous avons

oil nous rappelons que —czt(z) = ¢ — 1 — 2t(z).

Evidemment, par analyticité de £, t et » sur Ct et C, si z parcours un
contour restreint & CT ou C, il est possible d’effectuer le changement de va-
riable w = —ﬁ, ce qu’on souhaite faire pour écrire G(f) comme fonction de
t et non plus de 7. Cependant le contour C traverse I’axe réel (afin de pouvoir
encadrer les composante connexes du support de LZ). Il s’agit alors de bien
comprendre si le changement de variable w = —% supporte la traversée de
I’axe réel.

En fait, posée de telle maniere, la question n’a pas de réponse claire. Cepen-
dant, en prenant le probleme différemment, on parvient a prouver dans certains
cas que le changement de variable est valable pour un contour C qui convient
(mais pas forcément celui qu’on a construit au départ).

Nous avons vu précédemment que pour z ¢ S, —ﬁ ¢ supp(LE) (Théoreme

2). Ainsi il est possible de générer un contour C” qui entoure une ou plusieurs
1

composantes connexes de S de sorte que son image ~7cr) he traverse pas le
support de LE. Les discussions de la section précédente, et en particulier la
visualisation de la Figure [5.1} nous permet de comprendre ce changement de
variable :
> sicest suffisamment faible ou alternativement, si les composantes connexes
du support de LT sont suffisamment disjointes (cas de la Figure
supérieure), alors, pour C7 entourant la k-iéme composante connexe de
S (disons, en partant de zéro et en excluant la masse en 0), I'image —ﬁ
entourera exactement la k-iéme composante connexe de supp(LE);
> si au contraire on se trouve dans le cas de la Figure [5.1] inférieure,
alors 'image —ﬁ pourra entourer plus d’une composante connexe de
supp(LE ). Dans ce cas, il sera impossible, par cette méthode, d’obtenir
une estimée de G(f) si f n’est non nulle que sur une des composante
connexe de supp(LZ) non dissociable par le changement de variable.
Cependant, de maniere générale, il sera trés souvent (en fait pas forcément
toujours) possible d’estimer G(f) si f est une fonction analytique du support
de LE entier. Grace & I’étude effectuée dans la section précédente, en particulier
I’étude du signe de la dérivée de la fonction z(#) aux points d’inflexions, il est
possible d’établir les zones dites de séparabilité de S en autant de composantes
connexes qu’en contient supp(Lf) (toujours Dirac en zéro mis & part). Les
Figures et donnent une représentation des zones de séparabilité dans le

cas ol L est la somme de deux ou trois masses de Dirac.

La Figure H donne une idée visuelle de I'allure des C = —ﬁ pour C*
entourant successivement chaque composante connexe de S dans le cadre de la
Figure [5.1] supérieure.
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FIGURE 5.2 — Rapport limite ¢ pour obtenir la séparabilité de A < AF pour
LE = 5(0xn +05n)-
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FIGURE 5.3 — Sous-ensemble des A* < A\F < A\ (région hachurée) assurant la
condition de séparabilité pour L = $(6yr 4+ dyr + dyr), ¢ = 1/10.
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Partie imaginaire
=)
T
|

S | |
1 3 10

Partie réelle de C;, i = 1, 3,10

FIGURE 5.4 — Contours Cy, C3 et Cio ante-images des C7, contours circu-

laires entourant les composantes connexes de S. Configuration de la Figure [5.1
supérieure.

5.5.3 Inférence statistique : Calcul des estimateurs

Ayant établi le domaine de validité du changement de variable, supposons
que les conditions de séparabilité souhaitées sont remplies dans ce qui suit.
Rappelons aussi que

1
37 § flwirtw)de
avec 7(w) = [(u — w) 'LE (du) et ici C = —ﬁ,

quelconque entourant une ou plusieurs composantes connexes de S.

G(f) = -

ot C7 est un contour

En opérant le changement de variable w = on trouve alors

_ 1
(z)’

oo f o ) () e

Du fait de la relation
. H(2)(2)
r|—=—— ) = —zt(2)t(z
t(z)

G(f) = % ﬁf f (—t(lz)) 2t(2) i((j)) dz.

Par ailleurs, dénotons, pour tout z € C\ S et pour tout n large,

il suit que

1
gn(2) = ETr (255, — 20,) 7!
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(rappelons que nous avions défini dans les sections précédentes g, (z) = % Tr (£, 55—
2Inx)71). 11 suit d’une application immédiate du Théoréme (b) que

an(2) —1(2) —2* 0.

Il est donc tentant de remplacer (z) par §,(z) dans I'expression précédente
de G(f) pour obtenir un estimateur de G(f). Cependant, pour s’assurer de la
validité de cette opération, nous devons étendre Théoreme (b) a une version
uniforme de la convergence sur le compacte C7 . Pour cela, nous ferons appel au
théoreme de Vitali (Proposition et au résultat fondamental complémentaire
suivant (que nous ne prouverons pas), adapté de [2] :

Théoréme 79 (Pas de valeurs propres en dehors du support). Dans les condi-
tions du Théoréme@ supposons que A%, ..., )\Jlf} les valeurs propres de Ry sont
telles que

ot (\R R
max, {dist(\]*, supp(LL))} — 0.
Pour e > 0, firons également A O S le-couverture de S, support de F. Alors,

avec probabilité un, pour tout n large, il n'existe aucune valeur propre de 3,37
dans A.

Ce résultat, que nous reprendrons plus tard dans le cas de I’étude du modele
dit perturbé (voir Théoréme ?7?) est bien plus fort que la convergence faible
établie au Théoréme [62] qui ne nous permettait jusqu’alors que d’assurer la
convergence de la “masse globale” des valeurs propres de 3,,3* vers la loi li-
mite F, mais pas d’établir des résultats pour les valeurs propres individuelles.
Ici, le Théoreéme [79] garantit qu’il n’existe pas de valeur propre isolée pour n
suffisamment large.

Plagons nous donc sous les hypotheéses du Théoreme |79 (& savoir, nous de-
mandons que Ry n’ait pas de valeur propre isolées). Il apparait alors d’apres le
théoreme que pour z € CS, sur un espace €2, de probabilité un, §,(z) est une
fonction bornée pour tout n large, la borne et sa dépendance en n étant liée a
la distance de CS & S (et donc ne dépend pas de z). Afin de pouvoir appliquer
le théoreme de Vitali (Proposition pour étendre la convergence a CS entier,
on se place sur I'intersection Q = (7, €., pour un ensemble discret de {z;}
ayant un point d’accumulation dans C°. Cet ensemble est de probabilité un. On
applique alors Vitali pour obtenir

sup |gn(2) —t(2)] = 0
zeCs

presque surement. Il vient alors, par I'analyticité des fonctions utilisées, que

05 1 () O T
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Ceci donne donc lieu & un estimateur consistant de G(f). Mais on peut en
général aller plus loin. Du fait des relations

avec A1 > ... > A, les valeurs propres de X} 3, les fonctions dans l'intégrande
sont rationnelles. Si f(w) est une fonction simple, alors on peut évaluer l'intégrale
par calcul de résidu.

Exemple 80 (Monéme d’ordre 2). Prenons f(w) = w?. Alors, avec probabilité
un,

6(1) = 55 § 2@ 2 bz o)

T 2mi Gn(2)?
1 n zgh(z) n—N g, (z)
ami for | Nau(e2 ~ N g2 | W
~—_——
0
~/
! ﬁZg”(z)dz +o(1).

% cr N gn(z)2
Par intégration par partie, cela donne finalement

L yon
271 CcF Ngn(Z)

G(f) = dz + o(1)

presque surement. En écrivant g, (z) sous forme d’une fonction rationnelle, on
trouve alors que les poles de lintégrande sont les valeurs de z dans l’ensemble
décrit par le contour C telles que §n(2) = 0. Grdce au lemme suivant, ces
valeurs sont toutes identifiées.

Lemme 81. Soit A € R™*™ une matrice diagonale et a € R™ un vecteur quel-
conque. Alors, les valeurs propres de A — aa* sont soient valeurs propres de A,
soit racines de l’équation 1 = a*(A — x1,) La.

Démonstration. 11 suffit de calculer, pour x différent d’une valeur propre de A,
le déterminant

det(A — aa* — z1,,)) = det(A — zI,,) det(I,, — aa*(A — xI,,)")
=det(A — )1 — a*(A — 21,,) " 'a)

par l'identité de Sylverster. O
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Dans notre cas, on applique le lemme pour A = diag(\;) et a = \/A/n avec
A le vecteur des \;, de sorte que les valeurs propres de

A—%\f/\\[\

sont racines de 1 = 3" X\i(\; — @), ou de maniére équivalente de 0 =
LS (A — ) = gule).

Par le lemme d’entrelacement de Weyl, il est clair que les \; sont entrelacés
avec les solutions de 0 = g, (x). Au contréle prés de la solution x; correspondant
a la valeur directement inférieure a la plus petite des valeurs propres \; d’une
“composante connexe” du spectre de X%, on situe donc toutes ces solutions.
Pour montrer que la dite valeur d’exception x; reste proche du A; extrémal,
on peut en fait effectuer notre calcul pour la fonction f(w) =1 sur la compo-
sante connexre en question et se rendre compte que nécessairement elle doit étre
asymptotiquement inclue dans le contour, presque surement.

1l ne reste plus qu’a calculer le résidu associé a chacun de ces x;. Précisément,
on a d’aprés la Proposition [77,

3 )= i E o
Res(z;) = JEEL N gn(2)

Le ratio de droite est une forme indéterminée dans la limite, de sorte qu’en
appliquant la régle de I’Hopital (ou un développement limité au premier ordre),
on trouve

n 1 n 1
Res(z;) = lim — =2 .
el = I N E T N

On en déduit finalement ’estimateur :

=35 o+ ol

presque surement, ou [’ensemble S est l’ensemble des indices i tels que \; est
inclus dans le contour CS.



Chapitre 6

Confinement des valeurs
propres

6.1 La formule d’Helffer-Sjostrand

Soit p une probabilité sur R et g, sa transformée de Stieltjes. Soit f : R = R
une fonction réelle & support compact, de classe C**1. On introduit I’extension
suivante de f sur C* définie par

k i ¢
a(Ney) =3 W r 0@, srigect, (6.1)

ot x : R — [0, 1] est une fonction paire C* telle que

x(y)=1 pour 0<y<n; x(y)=0 pour y>1.

L’extension (6.1]) s’étend naturellement, si besoin est, au cas ot y < 0.
On notera indifféremment @ (f)(z,y) ou Px(f)(2) avec z = = + iy. Ainsi,

_ 0P 1 .

g () = 220 Lo (5 v io,an())
oﬁar:%etﬁyza%.
Propriétés 82. — L’évaluation de @i (f) sur 'axe réel donne

P4 (f)(2,0) = f(=) .

— Le support de ®p(f) est inclus dans suppf x [0, 1].
— Un calcul élémentaire lié au fait que x(y) est constante lorsque x+1y est
proche de laze réel (y < n) montre que

5 _ @)* e
00 (f)(z,y) = == (@), y<n. (6.2)

107
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Proposition 83. Soit f : R — R de classe C**1, avec k > 1, a support compact
et Di(f) son extension donnée par (6.1), alors

[ roomian) = 2re [ o DO )+ ) oy

Remarque 84. Pour une fonction f € CKTY(R), l’identité d’Helffer-Sjostrand
est valable pour toute extension ®o(f) de f d’indice £ compris entre 1 et k. Plus
Uextension ©4(f) a un indice £ élevé, meilleure sera la convergence vers zéro de
5@@(]“) lorsque z s’approche de la droite réelle, en vertu de la propriété

. Nk
Fou(f)lwy) = DL D)y

Ceci est particulierement utile lorsqu’on veut comparer

[ i~ [ rav

a partir d’une estimée sur la différence de leurs transformées de Stieltjes du type

1

Qu(z) —gu(z) m .

La régularité de f permettra alors de compenser la divergence de g,(z) — gu(2)
pres de 'axe réel :

/ fdu— / fdv=2Re / o D2 (ga = 9)2) ey

™
x P fE@) ok

Remarque 85. L’application de l’identité d’Helffer-Sjostrand d la mesure em-
pirique des valeurs propres d’une matrice hermitienne donne

Ly by —2R 0 ) do d
N;f( = G/MOW[ k() (@, y)gn (@ + dy) de dy .

Démonstration de la proposition[83 On montre facilement, en utilisant (6.2)),

que
1

(>‘a :Zf,y) — gq)k(f)(xv y)m

est bornée sur R?2 x RT. Le théoreme de Fubini entraine alors que

/ 304 () (2, y)gy (x + iy) da dy
Rx]0,00][

— 1
Z/Ru(d)\){/}RX]Om[a‘I’k(f)(%y)M dxdy} .
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Comme )\7;71. est la transformée de Stieltjes de la mesure de Dirac en A, il

suffit d’établir la formule d’Helffer-Sjostrand pour une telle mesure, soit :

s

2 = 1
S =2re [ o))y dedy (63

et d’utiliser ’argument du théoreme de Fubini ci-dessus pour conclure. Montrons
la formule pour la mesure de Dirac en zéro :

_ 2 94 (f) (=, y)
f(0) = _ﬂ'Re/Rx}o,oo[ Totiy dx dy (6.4)

la formule (6.3)) suivra alors par simple changement de variable.
Dans la suite, on note simplement ® au lieu de ®4(f). On a :

00(x,y) _ 10,2+1i0,®  120,P +ydy® + i (x0y® — y0,?)
r4+iy 2 x+iy 2 22 + 12 '
On passe aux coordonnées polaires :
x =rcosb _ reR r €]0, 00]
{ y=rsinf dudy = rdrd§, { y €]0, 00[ { 0 €]0, x|

Soit ® = ®(r cosf, rsinf), alors
Or® = 0500, +5in00y,® = 10, =20,P+y0,P .
De méme,

0p® = —rsinf0, P +rcos00,® = 0P = —y0,P +20,P ,

et B
00(z,y) 1 (0,9 . 0p®
— = I e
T+ 1y 2 r r2
soit
/ 78(1)“)(.%’2/) dedy = 1/ {BT@ + 2(%2@} rdr df
Rx]0,00[ Lty 2 Jjo,o[xj0x[ U T T
1 ] ]
- 7/ 6T<I>drd9+3/ % 11 d
2 J10,00[x]0,7] 2 fjo,00[x10,7] T

1 O=m

r=00 ] d
2/]O)Tr[d@[@(rcos@,rsin@)]r_o +;/]O,Oo[:[@(rcosé),rsin@]e_o

™ i [ f(=r)— f(r)
—§f(0)+§/0 EASVARE AR

r

On obtient finalement bien le resultat escompté :

E 9ou(f)ay)
71_Re/RX]O’OO[ T+ iy dxdy = f(0) .
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Calcul fonctionnel pour les matrices hermitiennes

Etant donnée une matrice hermitienne A de dimensions nxn, de décomposition
spectrale U*AU ou A = diag()\;) et une fonction f continue & support compact,
on définit la matrice f(A) par

f(A1) 0
f(4) = U.
0 f(An)

Remarque 86. En considérant la mesure empirique des valeurs propres L, =
% vazl Oz, on obtient une expression alternative pour ffd L, :

Ly (d —1N )\-—1T A
Lo = $3 500 = ).

On remarque alors que, si la fonction f est suffisamment réguliere (f €
CE*+L(R)), la définition de f(A) est compatible avec la formule d’Helffer-Sjostrand.
En effet :

f(A1) 0
fA) = U* - U
0 f(An)
Re{igfl"fﬁ)} 0
2
= ;U/ dedyU
ct _
0 Re { 2210}
_ 1 5<I>k(f)(z)U*(A—zI)*lUdmdy—kl 001,(f)(2)U*(A — 2I) 71U da dy
™ Cc+ ™ Cc+

Cela permet d’obtenir une expression alternative de la matrice f(A) a l'aide de

I'extension @ (f) et de la résolvante (4 — zI)~! :
1 = 1 _

fl4) = — 001(f)(2)(A — 2I) "V dx dy + = 001(f)(2)(A— 2" dady .
™ Jo+ ™ Jo+

Proposition 87. Soit X une matrice N x n a entrées complezes et f: R — R
une fonction de classe C3 ¢ support compact. On pose

2
A= xx*
n

Alors

o2

= X" (A,

2 imrw) = S,
b= %
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ot f' représente la dérivée de f par rapport a x.
Démonstration. Notons g, (z) = % Tr (A — zI)~*, alors

NTrf fRe/ 0P (f)(2)gn(2) dx dy .

Du fait que |g,(2)] < y~! et que a@g(f)(i) = —y2fB)(2)/2 pres de I'axe réel,
I'intégrande est uniformément majoré en Xy, et le théoreme de dérivation sous
le signe intégral nous donne :

i {1Trf(A)} = L[ @2 aray+ L [ e 22 vy

OXie LN c+ ke T Jo+ 0X je

= ——= ﬁ%(f)(Z)[QQ(Z)X}udxdy
—~o = [ 0%2(f)(2)[Q%(2) X]e du dy
- _TEZXMRe 02 (f)(2)Q7i(2) dz dy
Remarquons que 1

. 0 .
Q*(2) = Q*(z +iy) = 7-Qx +1iy)
En effectuant une intégration par parties (selon la variable ), il vient
0B()(2)Qk(2) dudy =~ [ 30a(£)(:)Qui(e) dody
C C

soit finalement

3)?1«8 {JifTrf (A)} - Nn o ZXMRe 0P (f')(2)Qui(z) dx dy |

Cc+
2
o
= XZ Ak
Nn o[/ (A)]k
2
4 !
= —I[f'(AX
o L ()X ke
Un calcul similaire nous permet d’obtenir la deuxieme identité de la propo-
sition. O

6.2 Confinement des valeurs propres

En combinant le lemme de stabilité pour I’équation de Marcenko-Pastur
(lemme et estimée (4.12]) obtenue pour les entrées gaussiennes, on obtient
I’estimée suivante :

Egn(2) — g5 (2) = O. (1) . (6.5)

n2
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L’identité d’Helffer-Sjostrand permet de transférer cette estimée a une fonction
réguliére a support compact.

Proposition 88. Soit f une fonction C*° a support compact, alors

E— Trf< ) /f )P yyp(da) = o( )

Démonstration. D’apres 'estimation (6.5)), il existe p, ¢ entiers tels que

K [P
n? Im(z)?

E gn(2) — gy (2)] <

En utilisant I'identité d’Helffer-Sjostrand avec ®,(f), il vient

E— Trf< > /f ) Pyp(de) = 2Re 5<I>q(f) {E gn(2) — gyp(2)} dady

™ c+

Comme 09,(f)(z) = (ig#f(q‘“)(x) pres de I'axe réel (y < n), on obtient alors

1
‘IENTrf( ) /f Z)Pyp (dx)

2 K |z
< =R 0P — dzd
- oo e/¢;+ ’ (f)n2 Im(2)? v
K/
S ﬁ )
ce qui acheve la démonstration. O

N . 2
On notera a 'occasion A = XX

Proposition 89. Soit f : R — R une fonction C*° a support compact, alors
i (Txxr)) < 2 e (74X X ()
r | —=Tr .
AN = Neg2

Démonstration. Il suffit d’appliquer 'inégalité de Poincaré et la proposition [87]:

1 o (1 2 o [1 2
r(NTrf(A)> < %;E‘aXM (NTrf(A)> +ZE 5o (NTrf(A))
< nszE' Xlel” + 2N22E|X I (Al
S SET (FAXXT(A)
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Théoréme 90. Supposons que % — c € (0,1]. Soit S, le spectre empirique des

valeurs propres de A = %XX* et Soo le support de la loi de Maréenko-Pastur
de paramétre c :

S¢ = [0*(1 —Ve)?, o (1 +Ve)?] .
Alors pour tout € > 0, presque surement
Sn C Soo + (—¢,¢)
pour n suffisamment grand.

Autrement dit, presque stirement, les valeurs propres empirique sont confinées
pres du spectre limite.

Démonstration. Soit € > 0 fixé et ¢, une fonction C'°, & valeurs dans [0, 1],
valant 1 sur 87 et zéro sur le complémentaire de S7 4 (-3, 5). On pose

'l/}n =1- ©n
et on va démontrer que
0'2 p.S.
Tray, (XX*) — 0. (6.6)
n N,n—o0

Cela entrainera que presque slirement, pour n assez grand, les valeurs propres
\; de A satisfont :

€ €
A € S (—*,7) R
<t 2°2
autrement, on aurait Tr, (%QXX*) =, Un(N) > 1

On commence par montrer que

E Tr b, (U;XX*) =0 (;f) . (6.7)

En utilisant la proposition [8§| appliquée & la fonction & support compact ¢, il
vient

o? N . 1
ETr g, <nXX > = N/cpn(:c)]P’N;I‘P(dw)+O<N>

N+O<]17) .

Soit finalement

2 2
ETr oy, (UXX*) =N -—ETrep, (UXX*> -0 (1) ,
n n
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ce qui établit (6.7)). Evaluons maintenant la variance de Tr 1, (%X X *) al’aide

de la proposition On a
2
r (Tr on (UXX*))
n

r(ﬁwanxxﬁ>
24

7E Tr ¢, (A) X X", (A)

IN

2
- 3%H%mmmw

- Zeme,w

avec &, (z) = [¢],(z)]?z, fonction C°° & support compact et valant 0 sur SS. 11
suffit & nouveau d’appliquer la proposition 88| pour conclure :

—ETrfn /gn )P (d) + O (le> =0 (nlg) :

Soit finalement
2
r (Tmpn (OXX*>) - 0(12) :
n n

En appliquant maintenant le lemme de Borel-Cantelli et , on obtient ,
ce qui conclut la preuve du théoréme. O



Chapitre 7

Petites perturbations

Nous nous intéressons ici au modele

1

dans le cas ou la matrice de population Ry est une petite perturbation de I'unité
telle que définie en section |5.2.2

K
Ry = o2 (IN + ZQZU[UJZ) ,

£=1

XN

ot K est un nombre fixé, les (6y) sont des nombre positifs et les (uy) des vec-
teurs orthonormés. On a vu précédemment que la mesure spectrale associée a la
matrice Xy X% converge vers la loi de Maréenko-Pastur. On se pose maintenant
la question de la convergence des plus grandes valeurs propres de la matrice,
et comment les parametres de la perturbation, (6;) et (uy) influent sur cette
convergence.

L’étude de ce type de modeles a été motivée par I. Johnstone dans son article
[16, Section 1.4] ou il est fait mention de ”spiked models”.

On étudiera dans la suite une perturbation de rang 1 :

Ry =0 (In + 0uu®) , |ul=1. (7.1)

7.1 Etude de la plus grande valeur propre

Théoréeme 91 (Modele non perturbé). Considérons la matrice ﬁXN de di-
mensions N x n. C’est une matrice du type
1

NG

lev/2XN avec Ry =c’Iy .

115
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On suppose que Nn~=! — ¢ > 0. Alors, la plus grande valeur propre Amay de la
matrice 2= Xy X} vérifie : presque sirement,

)\max N—> 02(1 + \@)2 .

,N—>00

Autrement dit, la plus grande valeur propre converge presque strement vers
le bord droit 62(1 + 1/c)? du support de la distribution de Maréenko-Pastur.

Théoréme 92 (Perturbation de rang 1). Considérons la matrice ¥y = ﬁR}VmXN
de dimensions N X n, ot Ry est donnée par ([7.1)), i.e.

Ry =0® (Iy + uu®) , lu| =1,

et supposons que Nn~t — ¢ > 0. Alors, de deux choses l'une :

1. 8i 0 < /e, la plus grande valeur propre Amax de la matrice %ENER,
vérifie
Amax ——— 02(1 4+ /c)? .

,N—>00

2. 8i 0 > \/c, alors la plus grande valeur propre Amax vérifie

Amax —25 5 02(1 4+ 0) (1 + 9) .

N,n—oc0 %

Pour plus d’informations et la démonstration de ce type de résultats, on
pourra se référer aux articles [4, Bl [6]. Pour une application statistique, cf. [7].

Remarque 93. On vérifie trés facilement, par une étude de fonction élémentaire,
que si 6 > \/c, alors

o*(1+6) (1+ g) > 02(1+/0)?

cf. la figure[71)

Remarque 94. Le résultat précédent illustre le fait que l’intensité de la per-
turbation 0 a une influence sur le comportement de la plus grande valeur propre
Amax - Celle-ci va converger vers le bord droit du support MP si la perturbation
est suffisamment petite (0 < \/c) et va se détacher du support sinon, cf. figure

71

Remarque 95. Les résultats précédents peuvent servir a tester la présence
ou non d’un signal dans une série d’observations de grandes dimensions. Le
lecteur intéressé pourra se reporter & larticle [7] ot un tel test statistique est
intégralement analysé.
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limit of lambda_max as a function of theta

lambda_max

02(1 +JE)2 =

theta

FIGURE 7.1 — Limite de la plus grande valeur propre Apnax €n tant que fonction
de la perturbation 6

7.2 Eléments de preuve

Dans cette section, on va développer de manieére rapide et non rigoureuse des
arguments permettant de déterminer le seuil y/c au dela duquel la plus grande
valeur propre se détache du support de la loi MP, ainsi que ceux permettant
alors de trouver sa limite.

Stratégie de la preuve. On va procéder en 3 étapes.

1. On exprime d’abord une condition (condition du déterminant) pour la-
quelle

>\max (ENE);\[)

se détache du support MP.

2. En exploitant la théorie des grandes matrices aléatoires, on simplifie cette
condition pour obtenir une condition asymptotique.

3. Enfin, on conclut, en obtenant la condition 6 > /c pour laquelle la limite
Amax Se sépare du support MP, et en calculant cette limite.



118 CHAPITRE 7. PETITES PERTURBATIONS

3.0

N= 800, n= 2000, sqrt(c)=0.63, theta=[ 0.5 ] N= 800, n= 2000, sqrt(c)=0.63, theta=[ 2]
© N |
o 7 f o _ N
\ - s 0 \
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\p
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N \
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spectrum spectrum

FIGURE 7.2 — Influence de la perturbation 6 sur le comportement de la plus
grande valeur propre. Dans les deux figures, ¢ = 0.63; a gauche, § = 0.5, a
droite # = 2. Le carré rouge correpond a la plus grande valeur propre; la ligne
rouge correspond & la densité de Maréenko-Pastur associée a la valuer de ¢ (ici,

0=1).

Notations. On utilisera les notations suivantes, pour le modéle MP non per-

turbé :
2

o . _
Zn = ;XNXN . Qn(z) = (—zIn+2Zn) " ;

pour le modele perturbé }
ZN =ENEN -

On introduit la matrice Il = Iy 4+ fuu™, de sorte que
5 - 1 1
RNZO' HN et ZN:HJZ)VZNHIQV .

On rappelle la formule d’inversion suivante (formule d’une perturbation de
rang 1 de l'unité) :

Iy = (In + fuu*) ' = Iy — ——uu* .
Condition du déterminant. On veut trouver \? valeur propre du modele

perturbé Zy, telle que A? ne soit pas valeur propre du modele non perturbé Zy,
autrement dit, on veut que :

det (—)\GIN —|—ZN) =0 et det (—AQIN —|—ZN) 0.
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En retravaillant cette condition, il vient :

det (—A%N n ZN) —0 & det (—)\9]]\; n H1/2ZNH1/2) —0

& det( NI+ Zy) =0
& det /\91N+ZN+A9L A
1+96
0 0 0 * 0
0
0 * 0 _
< det |:1N+/\1+0’u,’u, Qn(A )} 0 (7.2)

car det (—)\GI N+Z N) # 0. L’intérét de cette expression réside dans le fait que
les caractéristiques de la perturbation u et 6 sont clairement séparées du modele
non perturbé @ .

La matrice X’ %5 uu*Qy(\?) étant de rang 1 admet la valeur propre 0 avec
multiplicité N — 1. Pour que le déterminant précédent soit nul (cf. condition
(7.2)), il faut que sa valeur propre non nulle soit égale a -1, ce qui entraine que
sa trace doit étre égale a -1. Ainsi, la condition se réexprime de la maniere
suivante :

1+6

T [V Qv =-1 & uwQvO\)u=— J

1+0

Condition asymptotique. FEn utilisant maintenant le théoreme de Marcenko-
Pastur isotrope (théoréme [52), il vient

* 0 p.s. ; 0
u Qn(\)u M—_)OO>9MP()\ ) -

On obtient finalement la condition asymptotique suivante :

140
gap (V) = === .

Introduisons la fonction auxiliaire pyp (z) = 1+zgyp () ; la condition précédente

devient :
1

prp(N) = =3 (7.3)

En utilisant le résultat du théoreme (3)7 on obtient une expression explicite
pour la fonction py;p, donnée par :

piie(0) =1+ 50 {021~ —2) + VA - A}

pour z > o?(1 + /c)%
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Plot of rho_MP Plot of rho_MP

pE——

| =

al=

1
7

*(1+4c)? o*(1+4c)?

FIGURE 7.3 — Graphe de la fonction pyp sur (02(1 + +/c)?, 00)

Condition de séparation de la plus grande valeur propre et sa limite.
La condition (7.3)) est vérifiée des lors que
1 1 1
p(M)=— & —->_-—

Pyp ( ) 0 0 Ve

Calculons maintenant la limite \9.
1 1
0y _ 0 _ —1
PMP(A)**g & A PMP(9> :

On cherche donc a inverser pyp. En utilisant 1’équation de MP et la relation
entre gyp et pyp,

& 0> 4/c.

1
02(1 —¢) — x — xzo?cgyp ()

Inp(z) = , pup(®) = 1+ zgyp(e) .

on obtient
o2

T = e (@) (pyrp(z) = 1) (1 — cpypp(T)) -

Remplagons maintenant = = (—%) dans les équations. On obtient

-1
Pyip

1 c
o _ -1 (_1Y_ =2 c
)\pMP< 9) a(1+9)(1+9),

ce qui est le résultat souhaité.

7.3 Grandes matrices aléatoires et apprentissage

On considere dans cette section le probleme de la classification non super-
visée d’une séquence de données vectorielles xz1,...,x, € RP en k classes d’af-
finité Cy,...,Ck. L’idée au centre de cette étude est de comprendre les perfor-
mances de l'algorithme standard de Ng—Weiss—Jordan dit de clustering spectral
a noyau.
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Effectuons pour cela un petit rappel. Si on note x(x,y) > 0 un noyau per-
mettant de tenir compte de l'affinité des vecteurs z,y € RP, tel que k(x,y)
est large pour “x proche de y” et x(x,y) proche de zéro dans le cas contraire,
la minimisation du “RatioCut” consiste en le probleme d’optimisation discret
suivant :

k
. . Ii(l", L )
(RatioCut) argming, . e, ={ar,....zn} Z Z ﬁ
a=11i€C, e
J¢Ca

Cette métrique tend & minimiser la somme des cofits (faibles) d’affinités inter-
classes tout en imposant une taille non négligeable de chaque classe par la divi-
sion par |C,|.

En définissant M € R™* la matrice telle que [M]iq = |Ca| 204,ec,, ce
probléeme peut se réécrire de maniere équivalente

(RatioCut) argmin,; e Tr M*(D — K)M

avec M l’ensemble de telles matrices M et D la matrice diagonale telle que
D;; = Z?Zl K;;. Ce probleme n’est pas plus simple & résoudre que le précédent
mais, en remarquant que M*M = I, il est tentant de relaxer le caractere discret
du probléme pour obtenir

(RelaxedRatioCut) argmin j;cpnxx Tr M*(D — K)M
M*M=I,

qui est un simple probléeme aux valeurs propres (minimales). La solution de
ce probléme est simplement donnée par M = [mq,...,my] ot m; est le vec-
teur propre associé a la i-eme plus petite valeur propre de D — K. En cas de
multiplicité, toute famille libre de vecteurs propres convient.

En supposant que la version relaxée du probleme donne une bonne approxi-
mation de la solution du probleme originel, on s’attend donc a pouvoir lire
directement dans les vecteurs m, les indices des x; correspondants a la classe
Cq. Cela a donné lieu a plusieurs algorithmes qui partent de cette idée, mais
Paméliorent en changeant en particulier la forme de la matrice D — K (que 1'on
peut voir comme la Laplacienne d’un graphe de matrice d’adjacence K). L’algo-
rithme de Ng—Jordan—Weiss que nous considererons ici se base sur une version
normalisée de la Laplacienne, a savoir

D *(D-K)D"%=1I,-D :KD"%.

Evidemment, comme les vecteurs propres associés aux plus petites valeurs propres
de I, — D"2 KD~z sont les mémes que les vecteurs propres associés aux plus

grandes valeurs propres de D :K D_%, on étudiera en fait cette matrice et

(pour des raisons que nous verrons plus tard), plus précisément la matrice

L=nD KD %.
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L’objectif de I’étude est de comprendre les performances et les limitations
de l'algorithme de Ng—Jordan—Weiss pour les classes définies comme suit :

2 €Cy & 1 ~N(tta,Cy)

pour une famille de pu, € RP et C, € RP*P a=1,... k.

Il s’agira donc de comprendre, dans la limite n, p — oo, comment se comporte
la matrice L et d’identifier la position et les valeurs prises a la fois par ses
valeurs et vecteurs propres. Ce probleme est en général tres difficile, et n’a
jamais vraiment été résolu dans le cas pratique ou p et n sont de dimensions
similaires. Du point de vue des matrices aléatoires, la difficulté majeure est
d’arriver & passer outre la non linéarité du noyau k(x,y).

7.3.1 Hypotheses pour un clustering non trivial

Afin de résoudre le probleme de non linéarité de x(z,y), nous allons nous
placer dans des conditions “limites” qui rendent le probléeme de clustering non
trivial. A savoir, nous allons demander que les classes Cy, ..., Ck ne soient que
peu distinguables (sinon, il n’y a pas vraiment de probleéme). Cette hypothese
va nous placer dans une situation permettant de linéariser le noyau sans erreur
d’approximation, dans la limite des grands n, p.

Précisément, nous allons tout d’abord travailler avec le noyau suivant :

o) = 1 (5l =l

pour une fonction f suffisamment lisse (on aurait pu également prendre un noyau
basé sur le produit scalaire). Plus important, nous allons poser les hypothéses
suivantes, lorsque n — oo,

> p/n — c € (0,00)

> |Cal/m — ¢ € (0,1) pour tout a = 1,...,k

> en définissant p° = Z’;Zl Calla €6 pg = pig — p° pour tout a =1,...,k,

limsup max ||pg| < oo
wp mas [
> en définissant C° = 25:1 caCq et C2 =C, —C° pour tout a =1,...,k,
. . 1 o
limsup max ||Cy| < oo et limsup max —TrC; < oo.
n 1<a<k n 1

<a<k \/]5

Sous ces conditions, on assure en fait qu’il n’est pas possible asymptotiquement
de garantir une identification parfaite d’au moins une classe. Si c’était le cas,
alors on pourrait isoler cette classe et procéder au clustering des autres classes.

Une conséquence, heureuse, de ces hypotheses est le fait qu’en écrivant

2
T=-TrC°
p
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il vient facilement qu’avec probabilité un,

1
max |=|lz; — ;]| — 7| — 0.
1<i#j<n | D

Ce résultat est fondamental dans ce qui suit, car il nous permet d’assurer
que
max |K;; — f(1)]—= 0
max [y~ £(7)

ce qui donne a priori 'impression que K est assimilable (& une diagonale pres)
a la matrice f(7)1,1% de rang 1. Cependant, cette convergence uniforme sur les
entrées n’implique pas du tout une convergence en norme spectrale. L’étude fine
de la matrice K se révele apporter bien plus d’informations qu’il n’y parait a ce
niveau.

7.3.2 Etude de la matrice K

Dans tout ce qui suit, nous supposerons les x; ordonnés par classe pour des
raisons de lisibilité. Cela n’impacte cependant pas 1’étude.

L’idée de I'étude est d’effectuer un développement limité des entrées non
diagonales de la matrice K autour de la valeur f(7). Il s’agira alors d’identifier,
parmi les termes de I’expansion, ceux qui contribueront a I’approximation finale
de K par une matrice asymptotiquement équivalente K portant 'information
sur les classes Cy,...,Cr. Cette étude des termes utiles est particulierement
délicate a mener car assez contre-intuitive de prime abord.

Commencons par écrire, pour z; € Cg,

T; = fa +/PW;

avec w; ~ N (0, %Ca). On a alors, pour z; € C, et z; € Cy,

1 2 2 1 2 2 *
=75 —xi||” = [Jwj —wil|” + —{{pp — Pall” + —=(Hp — Ha) (W; — w;
Sllzs = @il =l —wil® + ] | \/ﬁ< )" (wj — w;)
1 1
:T—i—fTng—f—fTrle—i—wj—l—wi—Qw;kwj
p p
|:U’b_/j/a2 2 *
= boll 2 ) - )

p VP
o, pour x; € Cq,

1
’l/)i = ||'LU1||2 — *TI'CG.
p

L’intérét de cette décomposition est de faire apparaitre des quantités aléatoires
de moyenne nulle (les w; et les ¥;) et de recentrer les quantités déterministes
%Tr C, par rapport a leur moyenne %T. En particulier, remarquons que, mis
a part 7, les termes dans le développement sont bien d’amplitudes o(1). Plus
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précisément, il n’est pas dur de voir que ¢; = O(n*%), wiw; = (n*%) alors
que —=(up — pta)* (w; — wi) = O(n~1).

Nous devons maintenant effectuer ’expansion de Taylor de f (%sz —z;[]?)
autour de f(7) pour chaque couple (i,7) et rassembler le résultat sous forme
matricielle. Il nous faut alors identifier dans cette expansion quels termes contri-
buent significativement en norme spectrale. Cela améne des calculs assez fasti-
dieux, dont nous ne retiendrons ici que les ingrédients fondamentaux :

> hormis sur la diagonale que nous excluons aisément, le terme f(7) ap-
parait pour tout (i,j) comme le coefficient dominant. Ainsi la matrice
f(7)1,1}, de rang 1 et de norme spectrale O(n), constitue le terme domi-
nant de K. Elle n’apporte aucune information sur les classes et ne nous
sera guere utile.

> le terme suivant du développement, f'(7), multipliera

— la matrice 1} +1,9* ot ¢ € R™ est le vecteur des ;. Cette matrice
est de rang 2 et de norme spectrale O(y/n);

— la matrice {%TrC§1|CG|}Z:112 + 1n{%TrC§1ICbI}I§=17 ou les a sont
arrangés en colonne et les b en ligne. Cette matrice de rang 2 est de
norme O(y/n);

— la matrice {Il] H/La_ﬂbnzllcallrcb\ }’;’bzl de rang maximal k et de norme
o(1).

— la matrice W*W, avec W = [wy, ..., w,], qui est une version un peu
améliorée du modele de matrice de covariance vu précédemment en
cours; cette matrice a une norme spectrale d’ordre O(1);

— les autres termes sont petits en comparaison.

> le terme suivant du développement, % f" (1), multipliera notamment

— la matrice (¢ o ¢)1¥ + 1,(¢ 0 ¥)* ot ¢ € R™, de rang 2 et de norme
spectrale O(1);

— la matrice {(;TrC3)*Lic, tami 1y + La{ (5 Tr CF)? e}y de rang 2
et de norme O(1);

— les produits croisés 2{%T‘r Colie, }’;:1111*4-21&{%’1% Cylic, Yoy, également
de rang 2 et de norme O(1);

— la matrice ¥* de rang 1 et de norme O(1);

— la matrice 2(1nw*diag(%Tr Colic,)) + diag(}%Tr Cilic,)1;,) de rang
2 et de norme O(1);

— la matrice {%Tr Cg%Tr Cgl‘ca‘lrcb‘}’;b:l de rang 1 et de norme O(1) ;

— la matrice 4{p%Tr (CaCb)1|Ca|1er|}Z,b=1 de rang maximal k et de
norme O(1) ; cette matrice provient de la décomposition de {(w;w;)?}; ;
en une matrice déterministe (la moyenne statistique) et une matrice
aléatoire de norme O(n~z).

> les termes suivants du développement multiplieront seulement des termes
de norme spectrale O(n~2).

On s’apercoit ici que la matrice K a un comportement spectral assez com-
plexe, avec
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> une valeur propre isolée d’ordre O(n) (en fait sensiblement égale a n) de
vecteur propre associé trés proche de 1,

> des contributions de rang faible d’ordre O(y/n) (qui peuvent ou non
générer des valeurs propres isolées de cet ordre, ce qui est en effet confirmé
par simulations)

> une contribution de rang élevé de norme spectrale O(1) qui est la somme
de W*W (qui se comprend comme un “bulk” de bruit) et de matrices
de petits rangs portant linformation sur les pq, TrC, et Tr C,Cy le long

*

des vecteurs canoniques j, = [0,...,0, 1\ca\’0’ RN

7.3.3 Etude de la matrice L = nD 2 KD~z

La suite du calcul consiste en 'expansion de Taylor de la matrice D =
diag(K1,,) étant donné le résultat précédent (et donc l'approximation de D¢
pour tout o € R), puis le calcul de nD_%KD_%7 ou le facteur n permet de
normaliser les matrices D~ 2. Ce calcul donne lieu & une forme similaire & celle
obtenue pour K que nous ne développerons pas plus avant ici.

Il est tres facile de se rendre compte que nD":KD"% a pour vecteur propre
Dz1,, avec valeur propre associée n (et donc liée & la valeur propre O(n) de K
vue précédemment). Ce vecteur propre pourra étre étudié de maniére autonome,
et il suffit alors d’étudier la matrice

1. 1wl
I/ =nD-4KD-} —p 22 1nlnD”
1x D1,
qui n’est autre que la projection orthogonale de L’ orthogonalement & ’espace
1
engendré par Dz 1,,.

Bien que cela soit loin d’étre immédiat, le fait que D21, soit sensiblement
colinéaire au vecteur 1,, va avoir pour effet d’éliminer dans I’expansion de Taylor
de nD~2KD"2 pratiquement tous les termes de la forme 1,v* et vl). En
particulier, ’approximation finale de L’ ne contiendra que des termes de norme
spectrale O(1). Tout calcul fait, on a le résultat final suivant

Théoréme 96. Sous les hypothéses de croissance du modéle discutées précédemment,

= ol pywp vy QIO ETT@ 6t
f(7) f(7)
ou
_ | j—k,vl,...,vk,w

- %,..., p

avec j, € R™ le vecteur canonique de la classe C,, P = In—%lnlj” v, = PW*pue,
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= {llwill® = E[llwilP]}y, et

5f(r (T
Bi, Lo lifedl, (3@ - £@)
B = I — {Ca}§:1 17; Opxk Orx1 S R(2k+4)x(2k+4)
5£(r) 1) g 5£(r) ()
(Sfm 2f’(T)> t O1xk 8F() 27 (r)

BP0 PN . D) FO) - fO) )
B = MM+ (Sf(f) 2f’(T)) e R Y7o B
ou M =1[uS,...,uz), t= {ﬁTng k etT = {%TngCf}.

Par ailleurs, le cas f'(1) = 0 s’obtient par la limite continue f'(7) — 0 du
résultat précédent.

Le théoréme fait apparaitre un modele de type “perturbation de petit rang”
comme étudié précédemment dans le cours, a ceci pres que :
> la matrice de bruit PW*W P fait intervenir un modele un peu plus com-
pliqué pour W que vu en cours;
> la perturbation UBU* contient une partie aléatoire.
Ces problemes se gerent plutot bien et les conséquences d’une étude plus fine
du modele sont les suivantes :
> dans le cas ou les valeurs propres associées a la matrice U BU* sont suffi-
samment larges, un certain nombre de valeurs propres de L’ s’échappent
du support limite de la mesure spectrale de PW*W P
> les valeurs propres i/s/olées sont d/i/mensionnées par les valeurs propres de
o, GhE ~ G o 55T,
> pour la plupart des valeurs propres isolées (mais pas forcément toutes!),
les vecteurs propres de UBU™ s’alignent a des combinaisons linéaires des
vecteurs ji, ..., ji d’autant plus que les valeurs propres en question sont
larges
En remarquant que

.2

T:—E ||9cz||2—>7'
n
=1

presque surement, il est possible d’exploiter la 2e remarque ci-dessus pour adap-
ter le choix du noyau & une tache de clustering particuliere (basée sur les cova-
riances ou sur les moyennes).

Une étude complete de la position des valeurs propres et des projections
des vecteurs propres associés sur la base des j, peut étre effectuée. Les cal-
culs sont assez longs mais semblables aux approches évoquées dans les sections
précédentes. Nous ne fournirons ici que des illustrations comparatives des per-
formances théoriques dans des contextes pratiques.

7.3.4 Application au clustering de la base MNIST

Nous nous intéressons dans cette section au clustering d’un certain nombre
de vecteurs de la base MNIST. Nous sélectionnerons ici des images vectorisées
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o112

FIGURE 7.4 — Echantillons de la base MNIST.

(images de dimension 28 x 28) des chiffres 0, 1 et 2, voir Figure Nous prenons
n = 192 échantillons composés de 64 zéros, 64 uns et 64 deux.

En faisant 'hypothese (plus qu’approximative!) que les vecteurs-images de
la base MNIST sont gaussiens avec pour moyennes et matrices de covariance les
valeurs empiriquement obtenues de la base totale des 60000 vecteurs-images,
nous obtenons alors la comparaison théorie-pratique donnée par les Figures
et

FIGURE 7.5 — Quatre vecteurs propres dominants de L (rouge), de son approxi-
mation asymptotique L (noir) versus les moyennes et écart-types théoriques (1o
et 20) (bleu) ; base MNIST.
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et 2 et 3 (figure inférieure) de L, pour la base MNIST. Moyenne et écarts-types
théoriques en bleu.
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Annexe B

Inégalités classiques

B.1 Démonstration de I’'inégalité d’Efron-Stein

B.2 Inégalité de Poincaré gaussienne

B.2.1 Démonstration du théoréme

Réduction au cas d’une fonction C? & support compact. On note Vf le

gradient de la fonction f. Dans le cas on E |V f(z)|? = oo, I'inégalité est triviale;

dans le cas contraire, il suffit, par approximation, de démontrer I’'inégalité pour
une fonction f € C%(R™) & support compact. C’est ce qu’on suppose dorénavant.

Réduction au cas unidimensionnel. Par application de I'inégalité d’Efron-
Stein, on a

1
var f(z) < o ;EU — il
En remarquant que
E|f = fiP =Elf —Egy f = (fi By ) = Evargy (f = f4) = 2Evarggy (f)
il suffit de démontrer

var f(x) < ZEvar{i} .

o2
ng . Comme on conditionne par

Nous allons montrer que varg (f) < E;

rapport aux variables xy, (k # i), cela revient au méme de démontrer que
var f(X) <E[f'(X)[?

pour X ~ N(0,1), f : R — R une fonction C? & support compact, et E|f/(X)[? <
0.
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Démonstration du cas unidimensionnel. On rappelle 'identité suivante,

EXf(X)=Ef(X),
valable pour X ~ A(0,1) sous 'hypothese E|f/(X)|? < oo et qui s’obtient

facilement par une intégration par parties.
Soit Y ~ N(0,1) une variable aléatoire indépendante de X, on note

X, =VtX+V1-tY.

On remarque que X; ~ N(0,1). alors

v f(X) = BAX)SX) ~EAX)S0) =ESX) [ Grde

_ /OllEf(X) {2)\(/12 - N%}f’(xt)dt

1 1
-/ ;/E(fx[f(X)f'(Xt)}dt— | 5= rx gy L (ot

1 , 11 . 11 ,
= /0 3 Ef(X )f(Xt)dt—i—/O FEFE)f1(Xe) dt—/0 SES(X)f"(X) dt

< / 1 Q%E(E PO AE | (X)) di

Comme X; est une gaussienne centrée réduite, I'espérance E | f/(X;)|? est égale
AE|f(X)]? et ne dépend pas de t. Soit finalement,

wr f(X) < BIFOOR [0 < BIFOOP

L’inégalité est établie dans ce cas. Le cas multidimensionnel s’en déduit.

B.2.2 Démonstration du corollaire [47]

Pour montrer le premier point, on représente le vecteur @ sous la forme
x = RY?y avec y ~ N, (0,1). Alors f(x) = f(RY?y) := g(y). La composée de
différentielles donne

g(y+h) —g(y) = F(R*(y +h)) — f(R?y) = Vf- R*h + o(R*h),

soit

Z R1/2 af ,

ayk

et

12 pl/2g of(x) )8f( )

‘ Oy,
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11 suffit alors de sommer sur k et de remarquer que R;; = >, R%ZR%/Z (car R

J
est symétrique) pour conclure.
Montrons le second point. Soit ® fonction complexe de parties réelle ®Re et
imaginaire ®™ alors

var®(z) = E |®(z) — E®(x)|* = var D*°(x) 4 var & (x) .

La fonction réelle ¢ (z) = ®R¢(Re(z), Im(x)) est une fonction du vecteur gaus-
sien réel (Re(x), Im(x))" ~ Nay, (0, 1/2). En lui appliquant la premiere partie de
la proposition, il vient

e 2 e 2
Var(<I>Re(:B))<;Z{E ‘;Rf(zi) ‘81951)(20 } -
Un calcul similaire pour ®™ entraine finalement que
var (®(x))
Re |2 Re |2 Im |2 Im |2
2 2
_ ;;{E’(‘miii) ‘Miici) } . (B.1)

Calculons maintenant les dérivées partielles de ® par rapport a x; et Z;. Par

définition,
|1 02 . 00
= 12 \BRe(z;) ' 0Im(z;)

(8R8e(?xi) B imii:a) <8Ri(fa:i) + imiig)

8@21a¢>2+1(6q> aq>>
T (9% 9%
2

oRe(z)| T 1 |0Tm(zy) ORe(z;) OTm ()

0 2

5xi

= ] e

Un calcul similaire donne

21aq>213<1>21<a<1>aq>>

0P 02 LT R
4 | ORe(x;) 4 | 9lm(x;) 2

oz;

ORe(x;) Olm(x;)

Soit finalement

oo |* |oe” 1| o® |? 22 |
ox; 07;| 2 ||ORe(x;) Olm(z;)

11 suffit maintenant de reporter cette identité dans (B.1)) pour conclure.
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Annexe C

Compléments

C.1 Identification d’une transformée de Stieltjes

On démontre dans cette section le théoreme ; preuve d’apres |26, Theorem
B.3].

Etant donnés e, > 0 tels que 0 < € < r, on introduit les ensembles suivants :

Fep = {2€C* Im(z) =¢, |2 <7},
L, = {z€C Im(z) 2¢, |2 =1}

On définit le contour I' comme 'union des deux contours précécédents. [figure
a inclure]

Soit z =z + 1ty € C* tel que Im(z) > € et |z| < r et tel que Z + 2i¢ soit a
Pextérieur du contour I',.. Alors la formule de Cauchy entraine que :

o(z) = — /Fg(“)du,

2am u—z

1 1 1
S - d
2im F{u—z u—(5+2ia)}g(u) v

-1 y—c u) du
N W/F(u—z)(u—i—%s)g()d '

On souhaite montrer que

" y—¢
lim — du=0. C.1
oo T /F/e i (u—z)(u—2—2i€)g(u) “ (©-1)
SiueTL,, alors u = re* pour 6 € (0,7),
M
ol < ¥
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et
[(u—2)(u—2—2i)] > |(u—2)(u—2)|—2r—2¢z,
> g — |2> — 2er — 2¢|2] .
Soit finalement
717/1“’5 (u— Z)(?; —EZ — 2i€)g(u) dul < M(gjre - /0 = o2 —TZar — 2¢|z| @
rM(y —¢) 0,

5(% — |2|2 = 2er — 2¢]z|)  r—oe

ce qui établit (C.1). En notant I'. .« = {z € C*, Im(z) = e}, on obtient
finalement la représentation suivante de g(z) :

o(z) = 1L Y ),

™ (u—2)(u—z—2ie)

Y y—¢ , o
= 77/_00(t—i—ie—z)(t—is—z)g(H_Zé)dt’ (t+ic=u).

Introduisons maintenant v(z) = Im(g(z)), positive par hypothese, alors

*l - y—¢ v 1
=2 [ et

On a lyv(z+1ty)| < lyg(x+1y)| < M. On déduit de la représentation précédente
que

1 [ (y — 6)2 . -
%Kmu—xv+@—yﬂ““*@ﬁ = (y—e(2)

< yu(z) <M

En faisant tendre y vers 400 et en appliquant le lemme de Fatou, on en déduit
que

1 oo

f/ o(t+is)dt < M.

T™J-

En particulier, les mesures positives de densité ¢ +— %v(t + i¢) sont de masses
totales finies uniformément bornées par M. Ce point nous sera utile par la suite.
Montrons que

oo

— lim — ¥ v 1 . .
v = | Gt ted (©2)
On a
y—¢ _ Y < & y(y27(y7€)2)
t—2)24+@y—e)? (t—x)?+y?| — (t—2x)2+y3%/2 ((t—x)2+y2/2)2
< Z43
Yy Yy
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Soit finalement

/ ot +ie) dt 1/00 i (t+ ie) dt
tfzzz +y? v T ) (t—x)QerQU v
10 10M
< — vl < = 0.
7Ty ™Y eNo0

ce qui établit (C.2).

Les mesures de densité 1v(t + ic) étant de masse totale uniformément
bornées, on peut en extraire par le théoreme d’Helly-Bray, une sous-suite qui
converge vaguement le long de ¢’ vers une mesure positive de masse totale
inférieure ou égale a M, soit

1 v
—v(t +1e’) dt —— V(dt) .
s e’'—0

Comme de plus la fonction ¢ —
obtient la convergence suivante :

. 1 e Yy . * Y
gflinow/,oo (t—x)2+y2”( i) /,oo (t—x)2+y2v( )

Soit finalement

Les deux fonctions analytiques sur C*, g(z) et z — [~ OOOO ]i(dz), ont la méme

partie imaginaire. Les équations de Cauchy-Riemann entrainent alors que

y 7
==y tend vers zéro lorsque [t| — oo, on

 V(dt) Lo

ol C est une constante & déterminer. Comme d’autre part [Im(z)g(z)| et [Im(z) [ ‘i(_d? |
sont majorées par M sur C*, on aura |Im(z)C| < 2M pour tout z € CT, ce qui

n’est possible que pour C' = 0. Finalement,

o0 V(dt)

ce qui acheve la démonstration du théoreme.
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