Quand les tenseurs aléatoires rencontrent les matrices aléatoires
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Résumé — En s’appuyant sur la théorie des matrices aléatoires, cet article étudie les perturbations de rang-1 des tenseurs aléatoires gaussiens
non-symétriques, également appelés modeéles spike tensoriels. Ces modeles généralisent aux tenseurs aléatoires la notion de perturbations de
rang faible des matrices aléatoires, qui a été largement exploitée dans divers domaines du traitement du signal et de 1’apprentissage automatique.
Techniquement, notre analyse consiste a associer le tenseur aléatoire étudié a une matrice aléatoire construite a partir de contractions de celui-ci
avec ses vecteurs singuliers, définis comme étant les composantes de la meilleure approximation rang-1 du tenseur étudié. Cette association
apparait naturellement comme une conséquence de I’utilisation du lemme de Stein, un outil central de notre approche. Enfin, nous caractérisons
les limites asymptotiques exactes, lorsque les dimensions du tenseur tendent vers 1’infini, de la valeur singuliére extréme ainsi que les alignements
entre les vecteurs singuliers associés, avec les composantes de la perturbation rang-1 sous-jacente. Nos résultats permettent donc de décrire, pour
la premiere fois, le comportement des modeles spike tensoriels asymétrigues, ouvrant la voie a I’analyse et a la compréhension du comportement
de modeles tensoriels aléatoires plus complexes.

Abstract — Based on random matrix theory, this paper studies rank-1 perturbations of non-symmetric Gaussian random tensors, also called
spiked tensor models. These models generalize the notion of low rank perturbations of random matrices, which have been widely exploited
in various fields of signal processing and machine learning, to random tensors. Technically, our analysis consists in associating the studied
random tensor to a random matrix constructed from contractions of it with its singular vectors, defined as being the components of the best
rank-1 approximation of the studied tensor. This association appears naturally as a consequence of the use of Stein’s lemma, a central tool of our
approach. Finally, we characterize the exact asymptotic limits, when the dimensions of the tensor tend to infinity, of the extreme singular value
as well as the alignments between the associated singular vectors, with the components of the underlying rank-1 perturbation. Therefore, our
results allow to describe, for the first time, the behavior of asymmetric spiked tensor models, opening the way to the analysis and understanding
of the behavior of more complex random tensor models.

1 Introduction

L’extraction de structures latentes et de faible dimension a
partir de données brutes est une étape clé dans diverses ap-
plications d’apprentissage automatique et de traitement du si-
gnal. Nous nous intéressons dans cet article aux techniques mo-
dernes qui reposent sur I’extraction de telles structures a partir
de modeles tensoriels aléatoires de rang faible [AGH™ 14], qui
étendent les idées des données de type matriciel aux données
structurées en tenseurs. Nous renvoyons le lecteur a [SHL 14,
RSG17] et aux références qui s’y trouvent, qui présentent un
vaste ensemble d’applications des méthodes de décomposition
tensorielle a I’apprentissage statistique, notamment la réduction
de la dimensionnalité, I’apprentissage supervisé et non super-
visé, I’apprentissage de sous-espaces pour 1’extraction de ca-
ractéristiques, la récupération de tenseurs de rang faible, etc.

Bien que les modeles de matrices aléatoires aient été large-
ment étudiés et bien compris dans la littérature, la compréhension
des modeles de tenseurs aléatoires en est encore a ses pre-

miers balbutiements et les idées issues de 1’analyse des ma-
trices aléatoires ne s’étendent pas facilement aux tenseurs d’ordre
supérieur. En effet, la notion de résolvante qui est au cceur des
techniques d’analyse des matrices aléatoires ne se généralise
pas aux tenseurs ou du moins est difficilement généralisable.
Dans la présente étude, nous considérons le modeéle tensoriel

spike asymétrique, qui consiste en un tenseur T € R™1 % %"d
d’ordre d et de la forme
1

ot (zy,...,x4) € S"71 x ... x S*a~! avec SP~1 la sphere
unité de dimension p, X est un tenseur aléatoire a entrées gaus-
siennes indépendantes et identiquement distribuées X;,...;, ~
N(0,1) et n = Zle n;. Typiquement, étant donné T, on
cherche a estimer le tenseur de rang-1 (ou spike) fx1 ® - -+ ®
x4, ou B est un parametre qui contrdle le rapport signal-a-bruit
(SNR) et 1 ® - - ® x4 est défini comme le produit externe
des vecteurs &1, . .., x4, c’est-a-dire, (1 ® -+ @ T4)4,...iy =



d N y
[ zji; o 2j;; est’entrée i; du vecteur ;.

Dans cet article, nous nous intéressons a 1’étude de 1’estima-
teur du maximum de vraisemblance de la meilleure approxima-
tion de rang 1 du tenseur T, qui est formellement donné par

IT—Auy @ --- @ uglz. )

arg min
AERT u; €S™i—1

Etant donné le (d-+1)-uplet (\*, u?, . .., ) vérifiant I’équation
2 et des hypotheses supplémentaires que nous détaillerons par
la suite, nous caractérisons les limites asymptotiques de la va-
leur singuliere \* et des alignements (a:z, ) lorsque les di-
mensions du tenseur n; — 0o avec —¢; €(0,1).

g 1

Techniquement, nous montrons tout d’abord que le tenseur
aléatoire considéré T peut étre mis en correspondance avec une
matrice aléatoire symétrigue T; € R™*", construite a partir
des contractions de T avec d — 2 directions parmi ses vecteurs
singuliers u7, . .., u}. Ensuite, en nous appuyant sur des outils
de la théorie des matrices aléatoires, nous caractérisons d’abord
la distribution limite des valeurs propres de T; (appelée me-
sure spectrale), puis nous fournissons des expressions exactes
des limites asymptotiques de la valeur singuliere A* et des ali-
gnements (x;, u;). Nous montrons précisément que :

' )

Théoreme 1 (Voir [SGC21]) Pour tout d > 3, il existe
Bs > 0 tel que pourﬁ > (s

XIS A (@, up)] 5 a(A)
ot \*° satisfait I’équation f()\oo) = 0 avec
- (@) =2 +9() - BT ai2)
. a; (z)d 3 2d—4
-a(a) = (15w
2(2) = et

_ z2)+z V 4ci+(g(2)+2)?
- gl(Z) = « ; - P

d
- 9(2) =321 9i(2)
tandis que pour B € [0, 8], \* est bornée par une
e, * p-S.
constante avec grande probabilité et |(x;, ul)| — 0.

2 Travaux liés

Modeles spike tensoriels : Des efforts considérables ont été
réalisés pour étudier les performances des méthodes d’approxi-
mation de rang faible de tenseurs aléatoires dans le régime des
grandes dimensions — lorsque les dimensions du tenseur n; —
00, en considérant toutefois des modeles tensoriels symétriques
ouny =--- =ng, 1 = - = &4, et en supposant que le bruit
est symétrique [MR 14, PWB20, LML 17, Han19, SMBC™ 19,
JLM20, GCC21].

En particulier, pour d = 2 le modele spike tensoriel ci-dessus
devient un modele spike matriciel. Il est bien connu que dans
le régime de grande dimensions, il existe une valeur critique 3,
du SNR en dessous de laquelle il est théoriquement impossible
de détecter ou récupérer le signal, alors qu’au-dessus de S, il

est possible de détecter le signal et d’estimer ses composantes
en un temps polynomial en utilisant la décomposition en va-
leurs singulieres (SVD). Ce phénomene est parfois connu sous
le nom de transition de phase BBP (Baik, Ben Arous et Péché)
[BAPO5, BGN11, CDMF09, Péc06].

Dans le cas du modele spike tensoriel (symétrique) pour d >
3, il existe également une valeur critique ' 3.(d) en dessous de
laquelle il est théoriquement impossible de détecter/récupérer
le signal, tandis qu’au-dessus de (.(d), la récupération de celui-
ci est possible avec I’estimateur du maximum de vraisemblance
(MYV) en théorie. Le calcul du MV dans le cas d’une matrice
correspond au calcul de ses plus grands vecteurs singuliers, qui
a une complexité polynomiale, alors que pour d > 3, le cal-
cul du MV est généralement NP-complexe [MR 14, BCRT20].
Ainsi, une transition de phase plus pratique pour les tenseurs
consiste a caractériser la valeur critique algorithmique 3, (d, n)
(qui peut dépendre de n) au-dessus de laquelle la récupération
du signal est possible en temps polynomial.

Montanari et Richard [MR14] ont tout d’abord introduit le
modele spike tensoriel symétrique (de la forme Y = pz®¢ +
W e ®d R™ avec W aléatoire et symétrique) et ont également
considéré les aspects algorithmiques associés. En particulier,
ils ont utilisé des heuristiques pour mettre en évidence que la
récupération du signal x est possible, avec I’AMP (Approxi-
mate Message Passing) ou la méthode d’itération de puissance,
en temps polynomial > 4 condition que p > O(n%). Cette
transition de phase a ensuite été prouvée rigoureusement pour
I’ AMP dans [LML" 17, JLM20] et plus récemment pour I’al-
gorithme d’itération de puissance dans [HHYC20].

[MR 14] ont ensuite introduit une méthode de décomposition
tensorielle basée sur le dépliage tensoriel, qui consiste a déplier
Y en une matrice n? x n%~9, Mat(Y) = pxy " +Mat(W) pour
q € [d — 1], a laquelle on applique ensuite une SVD classique.
En fixant ¢ = 1, ils ont prédit que cette méthode récupere le si-
gnal si > (’)(nd4;2 ). Dans un article trés récent de Ben Arous
et al. [BAHH21], une étude des matrices aléatoires spike rec-
tangulaires longues > a été proposée. Ils ont notamment prouvé
I’existence d’un SNR critique pour lequel la valeur singuliere
extréme et les vecteurs singuliers présentent une transition de
phase de type BBP. Ils ont appliqué leur résultat pour le modele
spike tensoriel asymétrique de rang-1 dans I’équation | en uti-
lisant la méthode de dépliage tensoriel, et ont trouvé le seuil
exact obtenu par [MR14], ¢’est-a-dire, 5 > O(n%) pour que
le dépliage tensoriel réussisse a récupérer le signal.

Dans cet article, nous généralisons ces idées au modele dans
I’équation 1 a travers une approche utilisant des outils de la
théorie des matrices aléatoires.

Valeurs et vecteurs singuliers de tenseurs : Dans 1’équation
2, X et les u;’s peuvent étre respectivement interprétés comme
la généralisation au cas tensoriel des concepts de valeur sin-

1. Nous omettons parfois la dépendance en d s’il n’y a pas d’ambiguité.

2. Pour I'itération de puissance ou I’AMP avec initialisation aléatoire.

3. On permet au nombre de lignes m de croitre de facon polynomiale en
fonction du nombre de colonnes n, ¢’est-a-dire, % =n%avec a > 0.



6u1

-1

2K 1 Onyxn, T(uz) T(ug) uzjusk(e;’ — uiiug)
a);:jk = _% T(UB)T 0”,2)(”2 T(”l) - )\In uliu3k(e?2 - qu'U/Q) e R" (3)
6%;"1 T(UQ)T T(’LL] )T On,g Xng uliu2j (623 - u3ku3)

ij

®3(T,u1,u2,u3)

guliere dominante et de vecteurs singuliers associés [Lim05].
En suivant les arguments variationnels de [Lim05], I’équation
2 peut étre reformulée a I’aide de contractions de T comme suit

ax ‘T(ula"'aud)‘7 (4)

m

[T Nlusl=1
dont le Lagrangien s’écrit T(uy, ..., uq)—A (Hle [lus || — 1)
avec A > 0. Ainsi, les points stationnaires (X, u1,...,uq),

avec les u;’s étant des vecteurs unitaires, doivent satisfaire les
conditions de Karush-Kuhn-Tucker, pour i € [d]

oy Ui—1,5 0 Uig 15 - - - ,Ud) = A'U:i,

T (’Ll,l, N
A=T(uy,...,uq).

Une question intéressante concerne le calcul du nombre de
points stationnaires (optima locaux ou points selle) satisfai-
sant les identités dans 1’équation 5. [BAMMNI19] a notam-
ment étudié le paysage d’un modele spike tensoriel symétrique,
quand ses dimensions tendent vers 1’infini, et a constaté qu’il
existe 3. > 0 tel que pour 5 < [, les valeurs de la fonction
objective de tous les maxima locaux (y compris le global) ont
tendance a se concentrer sur un petit intervalle, alors que pour
B8 > pB. la valeur atteinte par le maximum global sort de cet
intervalle et augmente avec /3. Plus récemment, Goulart et al.
[GCC21] ont étudié un tenseur aléatoire spike symétrique Y
d’ordre 3 par matrices aléatoires, ou il a été montré qu’il existe
un seuil 0 < S5 < B. tel que pour 8 € [Bs, B¢] il existe un op-
timum local du probléme du maximum de vraisemblance qui
est corrélé avec le signal et un tel optimum local coincide avec
I’optimum global pour 8 > ..

Nous conjecturons que ces observations s’étendent aux ten-
seurs spike asymétriques, a savoir qu’il existe une valeur cri-
tique 5. > 0 au-dessus de laquelle le probleme du maximum
de vraisemblance dans 1’équation 2 admet un maximum global.
Comme pour [GCC21], nos résultats actuels ne permettent pas
d’exprimer un tel 5. et sa caractérisation exacte est laissée a
une étude future. Cependant, pour les tenseurs aléatoires spike
asymétriques, nous trouvons également un seuil 3, tel que pour
B8 > B il existe un optimum local de 1’objectif du maximum
de vraisemblance qui est corrélé avec le signal sous-jacent mais
B, ne coincide a priori pas avec [..

&)

3 Approche et résultats principaux

3.1 Matrice aléatoire associée (d = 3)

Notre approche consiste en 1’application du lemme de Stein
qui est largement utilisé pour I’étude des matrices aléatoires

gaussiennes [MP67, BAPOS, BGN11]. Pour rappel, le lemme
de Stein permet de lier I’espérance du produit d’une variable
aléatoire gaussienne avec une fonction différentiable f de celle-
ci au produit de sa variance avec 1’espérance de f’.

Lemme 1 (Lemme de Stein [Ste81]) Soit X ~ N(0,02) et
f : R — R une fonction continuellement différentiable ayant
une croissance au plus polynomiale, E [X f(X)] = o2 E[f'(X)]
lorsque les espérances existent.

En effet, lorsque les dimensions du tenseur tendent vers 1’infini,
les fonctionnelles scalaires dépendant de celui-ci ont tendance
a se concentrer autour de leurs espérances. Ce phénomene est
connu sous le nom de la concentration de la mesure [LC18,
Ver20]. En particulier, a titre d’illustration, une valeur singuliere
A de T est une fonctionnelle scalaire de T se concentrant autour
de son espérance E[)], sous I’hypothese suivante de grandes di-
mensions.

Hypothese 1 Pour tout i € [d], lorsque n; — oo, le ratio des
dimensions Znn —¢; €(0,1)erd =0O(1).
5 T

1l reste donc a évaluer I’espérance E[A] qui se développe grice
au lemme de Stein | comme suit (pour d = 3).

3
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la matrice aléatoire associée au tenseur T est précisément la
matrice T35 = ®3(T, w1, us,u3). En particulier, notons que

les dérivées 2% g’expriment en fonction de la résolvante
X in
k¥

ou les dérivées sont données par 1’équation 3. Ainsi,

R(z) = (T3 — 2I,,)" ! évaluée en \. Plus précisément, sous
I’hypothese 1, les termes prépondérants dans 1’expression de
E[A] s’expriment & 1’aide de zraces de la résolvante R(z) car

(’)uli 1 11 8u2j 1 29
~ ———ugiusp Ry (N), == ~ ———ugusp R (),
DX = ymiatelli V), g & —mruniua ()
Ousy, 1 33
~ ——uqug; Ry (A
0X i \/ﬁul ug; Ry ()

ou R*(z) € R™*™ sont les matrices bloc-diagonales de R/(z).
Pour la suite, nous avons besoin d’une hypotheése additionnelle
sur (A, uq,...,uq) pour que R(\) existe.

Hypothese 2 [l existe (\*, uj, ..., u}) tel que \* n’est pas va-
leur propre de ®4(T,ut,...,u}) et Vi € [d], |(x;,ul)| > 0.



La résolvante est un objet fondamental en théorie des ma-
trices aléatoires car celle-ci est intrinsequement liée a la notion
de la transformée de Stieltjes, qui est au coeur de 1’étude des
mesures spectrales de grandes matrices aléatoires.

Définition 1 Etant donnée une mesure de probabilité v, la trans-

formée de Stieltjes de v est définie par g,(z) = [ d)'\/()‘) z €

C\ S(v) on S(v) est le support de v.

En effet, étant donné une matrice symétrique S de dimension
n X m avec \; ses valeurs propres, la transformée de Stieltjes
de la mesure spectrale empirique (MeSE) de S, définie par
Vg = % ?:1 5>\7¢7 est gus (Z) - %2:7:1 )\VI_Z = ,], tr RS( )
ol Rg(z) = (S —zI,) " est la résolvante de S. Naturel-
lement, la notion de la transformée de Stieltjes, s’exprimant
en fonction de la trace de Rg(z), apparait comme un concept
adapté pour évaluer les fonctionnelles d’intérét ci-dessus.

3.2 Mesure spectrale limite

En exploitant des identités algébriques supplémentaires de la
résolvante, nous parvenons au résultat suivant qui décrit la me-
sure spectrale limite de la matrice T] = ®4(T, u], ..., u}).

Théoreme 2 Sous les hypothéses 1 et 2, la MeSE de T} converge
vers une mesure déterministe v dont la transformée de Stieltjes
est donnée par g(z) = Zj:l gi(z) telle que S[g(2)] > 0 pour

tr R?I(Z) & (J[(Z) _ 9(23+2_ V 4(’1+<;7(Z)+Z)2'

S[z] > 0, 01 +

Dans le cas particulier ol toutes les dimensions de T sont égales,
g(z) décrit une distribution en demi-cercle comme dans le co-
rollaire suivant.

Corollaire 1 Si ¢; = % pour tout i € [d], alors la MeSE
de T'] converge vers une distribution en demi-cercle de sup-

{ 2\/7 2\/7] avec v(dx) =
2) ergls) = A

2(d=1)

port compact S(v

d (4(d 1)
2(d—1)7 d

3.3 Valeur singuliére et alignements

De maniére similaire les alignements (z;, u;) se concentrent
autour de leurs espérances et a I’aide du lemme de Stein | nous
obtenons le résultat du Théoréme 1. En particulier, pour d = 3
avec ¢; = %, on retrouve le corollaire suivant exprimant expli-
citement les limites asymptotiques en fonction du SNR f.

Corollaire 2 Sid =3 et ¢; = 1, alors pour 3 > B, = %
. 52 v3y/(352-4)"
A \/ +24 o
V3 /(352-4)3 V3 /(382-4)3
R Y P ) MR PP Sl
(i, ui)| — T

Notre résultat permet également de décrire le comportement
des modeles spike matriciels. En effet, méme si nos formules

1.0+

0.8~

Threshold Bs
Tensor Unfolding ¢-trans
* PI or AMP ¢-trans
e MLE (theory) !
me=_Tensor Unfolding (theory)
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FIGURE 1 - Les différents seuils du SNR représentés en
différentes régions. Les alignements asymptotiques pour un
tenseur cubique en noir et sa version dépliée en bleu. Les si-
mulations sont obtenues avec 1’algorithme d’itération de puis-
sance et le dépliage tensoriel respectivement, appliqués sur un
tenseur cubique de dimensions n; = 70.

ne sont pas définies pour d = 2 (voir Théoréme 1), le cas ma-
triciel peut étre obtenu en prenant d = 3 avec ¢z = 0, auquel
cas le modele spike tensoriel devient un modele spike matri-
ciel. Nous retrouvons donc le corollaire suivant qui décrit le
comportement des modeles spike matriciels.

Corollaire 3 Soitc € (0,1) et k(5, c) 5\/ RSN,
sid= 3aveccy = cetco =1 — ¢ alors pour B > s =

ve(l —c) et pour tout i € {1,2}

C(l - C) p-s. 1
g T k(Boer)

P 1420 /c(1 o).

NI (B2 ICTTN

tandis que pour 3 € [0, Bs], A

4 Discussion

Nos résultats permettent de décrire pour la premiere fois le
comportement asymptotique de modeles spike tensoriels non-
symétriques. Nous illustrons ces résultats dans la Figure 1 qui
représente les différents seuils du SNR ainsi que les aligne-
ments correspondants. En effet, notre théorie exhibe un seuil 3
d’ordre 1 en dessous duquel il est impossible de détecter et de
retrouver le signal. Nous précisons toutefois que (5 représente
la valeur a partir de laquelle les équations sont algébriquement
définies et donc ne représente pas forcément la transition de
phase du maximum global de vraisemblance comme discuté
dans [GCC21, SGC21]. En particulier, le Corollaire 3 permet
de décrire le comportement de la méthode du dépliage tenso-
riel et nous retrouvons le méme seuil que Ben Arous et al.
[BAHH21]. Nous invitons le lecteur a découvrir [SGC21] la
version longue du présent article pour plus de détails et discus-
sions sur nos résultats.

Enfin, nous précisons a travers cet article la capacité des ou-
tils de la théorie des matrices aléatoires a décrire de maniere
surprenante le comportement de modeles tensoriels asymétriques
incompris jusqu’alors, ouvrant ainsi la bréche a I’analyse et la
caractérisation de comportements de modeles tensoriels aléatoires
plus complexes.
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