
Apprentissage multitâche en mélange gaussien: les bornes théoriques
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Minh-Toan.Nguyen@gipsa-lab.grenoble-inp.fr
Romain.Couillet@univ-grenoble-alpes.fr

Résumé – Nous étudions un modèle de mélange gaussien d’apprentissage multitâche et calculons la performance optimale asymptotique
de chaque tâche dans le régime des données de grande dimension. Dans le cas supervisé, nous dérivons un algorithme simple qui atteint la
performance optimale. Notre analyse utilise la méthode des répliques issue de la physique statistique.

Abstract – We study a Gaussian mixture model of multitask learning and compute the asymptotic optimal performance of each task in the
regime of high dimensional data. In the supervised case, we derive a simple algorithm that attains the optimal performance. Our analysis uses
the replica method from statistical physics.

1 Introduction
L’apprentissage multitâche (AMT) est une approche qui résout
plusieurs problèmes d’apprentissage simultanément. Comparé
à l’apprentissage à tâche unique, AMT peut utiliser les données
plus efficacement et mieux généraliser. La relation entre tâches
joue un rôle important dans l’AMT. Les méthodes d’AMT
sont généralement basées sur l’hypothèse que les tâches sont
étroitement liées. Lorsqu’il est appliqué à des tâches non liées,
AMT peut entraı̂ner une perte de performances, un phénomène
connu sous le nom de transfert négatif [1].

Dans [2], les auteurs ont étudié un modèle simple d’ap-
prentissage semi-supervisé (SSL) et ont examiné le rôle des
données étiquetées et non étiquetées via le risque asympto-
tique de Bayes. Nous étendons ce travail au cas de l’appren-
tissage multitâche, en mettant l’accent sur le rôle de la simi-
larité des tâches. Nous travaillons sous un modèle de mélange
gaussien, dans le cadre pratiquement pertinent où la dimen-
sion et la quantité de données sont à la fois grandes et com-
parables. Dans chaque tâche, les données sont partiellement
étiquetées et proviennent de deux classes. Grâce à la simplicité
du modèle, la similarité entre deux tâches données peut être
quantifiée par un nombre réel dans [0, 1]. La performance d’un
algorithme d’apprentissage est mesurée par la probabilité de
son erreur de classification sur un nouveau point de données.
Bien que les données soient aléatoires, dans la limite des très
grandes dimensions, la performance optimale converge vers
une valeur déterministe, le risque bayésien asymptotique, qui
dépend de la similarité entre tâches ainsi que, pour chaque
tâche : du rapport entre nombre d’échantillons et dimension
(le taux de suréchantillonnage), de la proportion de données
non étiquetées et de la séparation entre classes. Cette perfor-
mance optimale peut donc être utilisée pour analyser le rôle

des paramètres du modèle, notamment celui des similarités en-
tre tâches, ainsi que pour fournir un parangonnage d’évaluation
de méthodes AMT sur la base d’un mélange gaussien.

Le rôle des données étiquetées ou non dans le modèle nous
conduit à la même conclusion que [2], pour tout niveau de sim-
ilarité de tâche, à savoir que les données étiquetées ont un avan-
tage décroissant à mesure qu’elles s’additionnent et que les
données non étiquetées ne sont utiles que lorsque les classes
sont suffisamment distinctes. Quant au rôle de la similarité
des tâches, nous avons constaté que plus les tâches sont sim-
ilaires, plus le gain de performance de l’apprentissage mul-
titâche est élevé. En apprentissage non supervisé, la classifi-
cation n’est possible que si le niveau de séparabilité entre deux
classes dépasse un seuil fixe, un phénomène connu sous le nom
de transition de phase BBP [3]. Ce phénomène se produit en-
core dans l’apprentissage multitâche lorsque toutes les tâches
sont non supervisées: plus les tâches sont similaires, moins la
séparation est nécessaire pour rendre une classification possi-
ble. Pour une tâche non supervisée, les données étiquetées
d’une tâche connexe peuvent fournir des indications utiles et
améliorer considérablement la classification d’une tâche cible
(Figure 3).

Malgré la simplicité du modèle de mélange gaussien, les
statistiques bayésiennes utilisant ce modèle comme loi a pri-
ori peuvent conduire à des méthodes importantes telles que
le K-moyennes ou le partitionnement spectral [4]. Il est
donc important de savoir s’il existe un algorithme efficace
atteignant ces performances optimales, problème abordé par
de nombreux travaux dans le cas d’une tâche unique sur des
mélanges gaussiens. Notamment, [5] calcule les performances
de plusieurs algorithmes sur des modèles de données simples,
y compris sur un mélange gaussien, et montre que différentes



méthodes atteignent des performances optimales sur différents
modèles de données. Pour l’apprentissage multiclasse non
supervisé, [4] montre que l’algorithme AMP peut atteindre
les performances optimales lorsque le nombre de classes est
inférieur à un seuil ; au-dessus de ce seuil, il est conjecturé
qu’aucun algorithme ne peut atteindre les performances opti-
males en temps polynomial. Pour l’apprentissage semisuper-
visé, [6] propose un algorithme dont les performances sont re-
marquablement proches de l’optimal. En particulier, dans le
cas d’un mélange gaussien équilibré, en utilisant seulement
17% de données non étiquetées supplémentaires au pire des
cas, la méthode peut dépasser les performances optimales sur
le jeu de données d’origine. Dans le cas d’AMT, l’algorithme
basé sur l’analyse en composantes principales de [7], avec
l’idée de relaxer les contraintes discrètes sur les étiquettes, est
identique à l’algorithme optimal dérivé dans cet article basé sur
l’inférence bayésienne.

Il est important de noter qu’en pratique, plus de données
peuvent nuire aux performances, comme dans le cas d’un
transfert négatif ou dans l’apprentissage semisupervisé lorsque
des données non étiquetées sont ajoutées. Cet effet dépend
évidemment de l’algorithme utilisé. Dans ce travail, nous con-
sidérons le meilleur algorithme, donc ajouter plus de données
ne peut pas faire de mal.

Notre résultat principal est obtenu à l’aide du calcul des
répliques symétriques, une méthode non rigoureuse issue de
la physique statistique qui donne des résultats corrects pour un
large éventail de problèmes d’inférence [8].

2 Modèle et résultats principaux
Nous considérons T tâches d’apprentissage dans lesquelles
la tâche t consiste en Nt échantillons de RD. Le i-ième
échantillon de la tâche t est donné par

Y ti = VtiU t + σtZti (1)

où σt > 0, les variables aléatoires V ,U ,Z sont
indépendantes, {Vti}

iid∼ U({−1, 1}), Zti
iid∼ N (0, ID) et

U1, . . . ,UT suivent la distribution uniforme sur{
(U1, . . . ,UT ) ∈ RD×T : ⟨U t,U t′⟩ = Ctt′ , 1 ≤ t, t′ ≤ T

}
dans laquelle la matrice C = (Ctt′)

T
t,t′=1 est définie posi-

tive avec Ctt = 1 pour tout t. En d’autres termes, dans la
tâche t, les échantillons sont issus de deux distributions gaussi-
ennes isotropes centrées sur ±U t, où U t est un vecteur uni-
taire inconnu. Dans chaque tâche, les proportions de données
de chaque classe sont égales. 1 Nous définissons la similarité
entre la tâche t et t′ par |Ctt′ | qui mesure à quel point les
vecteurs U t et U t′ s’alignent. La classe de Y ti est indiquée
par Vti. Indépendamment de toute autre variable aléatoire,

1Sans perdre aucune idée importante, nous considérons ce cas spécifique
de mélanges équilibrés pour sa simplicité. Notre résultat peut être facilement
généralisé au cas où la proportion de données de classe 1 dans la tâche t est
égale à ρt ∈ [0, 1].

chaque échantillon de la tâche t est étiqueté avec probabilité
ηt. On considère le régime D → ∞ et limD→∞N/D = α,
limD→∞Nt/D = αt. Les paramètres αt sont appelés taux
de suréchantillonnage. Les paramètres SNRt = 1/σ2

t sont
les rapports signal sur bruit. À mesure que SNRt augmente,
les deux classes de la tâche t se séparent et la classification
est plus facile. Nous avons accès aux échantillons Y et aux
étiquettes ainsi qu’aux paramètres des modèles σ, η, α,C.2

Nous souhaitons étudier en quoi les paramètres du modèle af-
fectent l’erreur de classification, en supposant que le meilleur
algorithme est utilisé, ce qui nous revient à calculer le risque
de Bayes asymptotique du modèle pour des paramètres donnés.
Lorsque chaque tâche est entièrement étiquetée, nous décrivons
un algorithme simple qui atteint les performances optimales.

Soient Û t = E[U t|D], V̂ t = E[V t|D] où D inclut
échantillons et étiquettes. Si les limites

q∗vt := lim
D→∞

1

Nt
∥V̂ t∥2 (2a)

q∗ut := lim
D→∞

1

σ2
t

∥Û t∥2, (2b)

existent, nous obtenons notre résultat principal:

Theorem 2.1. Les limites q∗ut (2a) et q∗vt (2b) satisfont

q∗ut = [M −M(I +DM)−1]tt (3a)
q∗vt = ηt + (1− ηt)ψ(q

∗
ut) (3b)

où, pour Z ∼ N (0, 1),

M = {Ctt′/σtσt′}Tt,t′=1

D = diag{αtq
∗
vt}Tt=1

ψ(γ) = −1 + 2∂γE[log cosh(
√
γZ + γ)].

De plus,

lim
D→∞

⟨Û t,U t⟩ = σ2
t q

∗
ut

lim
D→∞

1

Nt
⟨V̂ t,V t⟩ = q∗vt.

Enfin, l’estimateur de la classe d’un nouvel échantillon Y new,

V̂new = sgn(⟨Y new, Û t⟩),

atteint le risque bayésien asymptotique donné par

lim
D→∞

P
(
V̂new ̸= Vnew

)
= 1− Φ

(√
q∗ut

)
,

où Φ(t) = 1√
2π

∫∞
t
e−x2

dx.

Nous pouvons vérifier l’accord entre le théorème 2.1 et notre
intuition en le testant par rapport aux cas particuliers suiv-
ants: si la similarité entre deux tâches quelconques est nulle,
alors l’apprentissage multitâche n’apporte aucun gain de per-
formance par rapport à l’apprentissage à tâche unique, tandis

2Dans la limite D → ∞, si les fractions de données étiquetées de chaque
tâche sont positives, les entrées de C peuvent être estimées avec une erreur
d’ordre O(D−1/2).



que si σt = σ et U t = U pour tout t, c’est-à-dire que les
tâches ont la même distribution de données, alors les perfor-
mances optimales de toutes les tâches sont identiques et égales
à celle d’un tâche unique avec α =

∑
t αt et αη =

∑
t αtηt.

Nous pouvons aussi explorer les conséquences du
théorème 2.1 lorsque les tâches sont supervisées, non
supervisées ou semisupervisées.

Apprentissage supervisé. Dans le cas supervisé, l’algo-
rithme suivant atteint les performances optimales:

1. Pour t = 1, . . . , T

Y t =
1

Nt

Nt∑
i=1

VtiY ti;

2. Pour t = 1, . . . , T

Ỹ t =

T∑
s=1

atsY s

où

A = (ats)
T
t,s=1 = MDα(I +MDα)

−1

Dα = diag{αt}Tt=1

3. Si Y new est un nouvel échantillon dans la tâche t, alors

V̂new = sgn(⟨Y new, Ỹ t⟩).

En d’autres termes, nous classons un nouvel échantillon de la
tâche t selon sa projection sur le “vecteur de caractéristiques”
Ỹ t. Si les tâches sont apprises séparément, les vecteurs de car-
actéristiques sont simplement Y t [2], alors que si les tâches
sont apprises ensemble, nous prenons en compte les interac-
tions entre les tâches encodées dans la matrice A et utilisons
Ỹ t au lieu de Y t pour la classification.

Apprentissage non supervisé. La figure 1 se concentre en-
suite sur l’apprentissage non supervisé, dans le cadre de deux
tâches. Dans la tâche t, le nombre de données Nt est égal au
nombre de dimensions D. Il est connu pour le cas d’une tâche
qu’une transition de phase se produit alors à SNRc = 1/σ2

c =
1: lorsque SNR < SNRc, il est (asymptotiquement) impossi-
ble d’obtenir une performance non triviale (l’estimateur triv-
ial attribue la même classe à tous les échantillons et résulte en
50% d’erreur de classification asymptotique). Dans le cadre
de deux tâches corrélées avec paramètre de corrélation c, le
phénomène de transition de phase est toujours présent mais
maintenant à SNRc = (1 + c2)−1/2. La figure 1 représente
les régions du plan (c,SNR) pour lesquelles la classification est
possible ou non. Comme anticipé, des corrélations plus élevées
diminuent le seuil de transition de phase. La vitesse de crois-
sance de la région de classification possible augmente avec des
corrélations plus grandes: des données supplémentaires faible-
ment corrélées améliorent marginalement la performance.

Apprentissage semi-supervisé. La figure 2 illustre le
théorème 2.1 dans le cadre de deux tâches. La première tâche

est composée d’un petit ensemble de données (α1 = 0, 1) sans
étiquettes (η1 = 0), tandis que la deuxième tâche consiste en un
ensemble de données entièrement étiqueté (η2 = 1) avec deux
fois plus de données (α2 = 0.2). On prend C = [ 1 c

c 1 ]. Lorsque
les deux tâches sont apprises ensemble et que l’estimateur op-
timal est utilisé, la première tâche bénéficie grandement de la
seconde tâche : son risque bayésien diminue considérablement
lorsque la similarité de la tâche c augmente de zéro à un.

3 Conclusion
Cet article étudie un modèle simple d’apprentissage multitâche,
dans lequel chaque tâche est un problème de classification
semisupervisé de données de mélange gaussien en grande di-
mension. Une expression analytique du gain de performance
est obtenue lorsque les tâches sont apprises ensemble par rap-
port au cas où elles sont apprises séparément, en supposant
que les meilleurs algorithmes (non nécessairement polyno-
miaux) sont utilisés. L’effet de la similarité des tâches sur
le seuil de transition de phase lorsque chaque tâche est non
supervisée a également été étudié. Malgré la simplicité du
modèle de mélange gaussien, les statistiques bayésiennes util-
isant ce modèle comme loi a priori conduisent à des conclu-
sions pratiques importantes en fournissant un parangonnage
absolu de performances optimales accessibles sous ce modèle.
En particulier, nous avons montré que lorsque chaque tâche
est entièrement étiquetée, un algorithme optimal simple ex-
iste (qu’il n’est donc pas nécessaire de chercher à améliorer).
Pour le cas général, nous nous attendons à ce que les perfor-
mances optimales puissent être atteintes par un algorithme du
type “échanges de messages approximatifs” (AMP).

Ce travail entre ainsi dans une lignée de nouvelles con-
sidérations en apprentissage machine permettant de rompre
avec la “malédiction” du fonctionnement en boite noire de
nombreux algorithmes qui voient aujourd’hui le jour dans
le domaine, et de réinstaurer des éléments indispensables
de théorie de l’information (bornes de performance, maı̂trise
des algorithmes, limites éthiques et biais, etc.) au cœur du
développement des outils de l’intelligence artificielle.
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pervisé à deux tâches : η1 = η2 = 0, avec des taux de
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Figure 2: Risques de Bayes en fonction de la corrélation c entre
2 tâches, pour des proportions de données étiquetées η1 = 0,
η2 = 1, taux de suréchantillonnage α1 = 0, 1, α2 = 0, 2 et
niveau de bruit = 0, 2. Pour chaque tâche, la proportion de
données de chaque classe est 1/2. Un gain significatif de clas-
sification peut être obtenu lorsque les deux tâches sont liées.
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Figure 3: Risque bayésien asymptotique de la tâche 1 (tâche
cible) non supervisée avec les paramètres α1 = 1,SNR1 =
0.9. En régime de faible rapport signal sur bruit, il est im-
possible d’obtenir une performance non triviale pour la tâche
cible. Si plus de données non étiquetées sont recueillies, une
quantité de données comparable à n1 est nécessaire avant que
le risque bayésien ne commence à diminuer. En revanche,
l’ajout de données étiquetées à partir d’une tâche connexe
(avec corrélation c = 0.8), peut immédiatement et fortement
réduire l’erreur de classification.
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