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Algorithmes numériques randomisés

Aiguille de Buffon Modèle

P(X + l sinα 6 a) =

∫ π
0 (a− l sinα)dα

πa
=

2l
πa
.

Calcul de π par la répétition d’expériences
−→ Méthode de Monte-Carlo
Calcul numérique d’intégrales (grdes dim)
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Georges Louis Leclerc Comte de Buffon (1707-1788)

Georges-Louis Leclerc, comte de Buffon (7
septembre 1707 à Montbard - 16 avril 1788 à
Paris), est un naturaliste, mathématicien, biologiste,
cosmologiste et écrivain français. Ses théories ont
influencé deux générations de naturalistes, parmi
lesquels notamment Jean-Baptiste de Lamarck et
Charles Darwin. La localité éponyme Buffon, dans
la Côte-d’Or, fut la seigneurie de la famille Leclerc.

Les premiers travaux de Buffon ont été consacrés aux mathématiques. Il faut surtout signaler le
Mémoire sur le jeu de franc carreau, qui présente l’originalité de faire intervenir le calcul
infinitésimal dans le calcul des probabilités. Par la suite, Buffon utilisera les mathématiques dans
ses recherches sur la résistance du bois et sur le refroidissement des planètes, ainsi que dans
son Essai d’arithmétique morale (Supplément, t. IV, 1777), mais ces travaux montrent que, pour
lui, les mathématiques ne sont qu’un moyen de préciser l’idée qu’il peut avoir des choses, et non
une discipline autonome. Il est ingénieur plus que mathématicien.
Par contre, il est philosophe de tempérament. Le tome I de l’Histoire naturelle (1749) s’ouvre par
un discours De la manière d’étudier et de traiter l’histoire naturelle, qui est une réflexion sur la
valeur de la connaissance humaine. Rompant à la fois avec l’idéalisme rationaliste et
l’empirisme sceptique, Buffon affirme la validité d’une science fondée sur les faits, mais sachant
en dégager les lois, débarassée de toute téléologie, d’une science qui sans doute ne vaut que
pour l’homme, mais qui est la seule que l’homme puisse atteindre. Par la suite, Buffon admettra
que l’homme peut découvrir les vraies lois de la nature (De la nature, 1re et 2e vues, Histoire
naturelle, t. XII et XIII, 1764-1765). Son tempérament rationaliste l’emporte alors sur sa
formation philosophique, d’inspiration sceptique.

4 / 33Objets combinatoires



Pourquoi générer ? Fabriquer le hasard Générateurs pseudo-aléatoires Modulo Tester

Génération d’objets géométriques

Joseph Bertrand : Générer une corde au hasard

Calculer la probabilité que la longueur
de la corde dépasse la longueur du
coté du triangle équilatéral inscrit dans
le cercle.

Propositions

p =
1
2

p =
1
3

p =
1
4
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Joseph Bertrand (1822-1900)

Joseph Louis François Bertrand, habituellement
appelé Joseph Bertrand, né le 11 mars 1822 à
Paris, mort le 3 avril 1900 à Paris, était un
mathématicien, historien des sciences et
académicien français.

Enfant prodige, à onze ans il suit les cours de l’École Polytechnique en auditeur libre. Entre
onze et dix-sept ans il obtient deux baccalauréats, une licence et le doctorat ès sciences avec
une thèse sur la théorie mathématique de l’électricité, puis est admis premier au concours
d’entrée 1839 de l’École Polytechnique. Il est ensuite reçu au concours de l’agrégation de
mathématiques des facultés et premier au premier concours d’agrégation de mathématiques des
lycées avec Charles Briot, ainsi qu’à l’École des mines. Il fut professeur de mathématiques au
lycée Saint-Louis, répetiteur, examinateur puis professeur d’analyse en 1852 à l’École
polytechnique et titulaire de la chaire de physique et mathématiques au Collège de France en
1862 en remplacement de Jean-Baptiste Biot.
En 1845, en analysant une table de nombres premiers jusqu’à 6 000 000, il fait la conjecture qu’il
y a toujours au moins un nombre premier entre n et 2n-2 pour tout n plus grand que 3.
Tchebychev a démontré cette conjecture, le postulat de Bertrand, en 1850.
Pour l’étude de la convergence des series numériques, il mit au point un critère de comparaison
plus fin que le critère de Riemann.

∑ 1

nα log nβ
converge ssi (α, β) > (1, 1).
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Machine à fabriquer du hasard

Loterie

Roue sur pivot, secteurs
Principe : système dynamique chaotique
avec amortissement

Pièces, dés
Principe : système complexe chaotique

Machine à boule, loto, roulette

Mélange de cartes
Principe : coupes permutations mélanges

germe : action d’un individu

Machines
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Hasard pré-fabriqué

Rand corporation

Tables de chiffres aléatoires

Bits aléatoires

RandomNumbers

Hotbits
Fourmilab

Générateur de Marsaglia
Diehard tests

etc.
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http://RandomNumber.org
http://www.fourmilab.ch/hotbits/
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Méthode de Monte-Carlo

Intégration numérique

Projet Manhattan Simulation de réaction
nucléaire => équation aux dérivées partielles

I =

∫ b

a
f (x)dx ' 1

N

∑
i=1

f (Ui ).

Stanislaw Marcin Ulam (math)
Enrico Fermi (physique)
John von Neumann (math app)
Nicholas Metropolis (physique)

Ordinateur : Eniac 1943
Electronic Numerical Integrator And
Computer
John Mauchly et J. Presper Eckert
University of Pennsylvania.
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John von Neuman (1903-1957)

Mathématicien américain d’origine hongroise. Il a
apporté d’importantes contributions tant en
mécanique quantique, qu’en analyse fonctionnelle,
en théorie des ensembles, en informatique, en
sciences économiques ainsi que dans beaucoup
d’autres domaines des mathématiques et de la
physique. Il a de plus participé aux programmes
militaires américains.

Architecture des ordinateurs
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Nicholas Metropolis (1915-1999)

Metropolis contributed several original ideas to
mathematics and physics. Perhaps the most widely
known is the Monte Carlo method. Also, in 1953
Metropolis co-authored the first paper on a technique that
was central to the method known now as simulated
annealing. He also developed an algorithm (the
Metropolis algorithm or Metropolis-Hastings algorithm) for
generating samples from the Boltzmann distribution, later
generalized by W.K. Hastings.

Recuit simulé

Convergence vers un minimum global par une
descente de gradient stochastique.

Xn+1 = Xn − ~gradΦ(Xn)∆(Random).
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Générateur pseudo-aléatoire (1)

Milieu des carrés

Objets : entiers
Idée : mélanger
Algorithme de génération

x ← germe
repeat

y ← x2

x ← milieu(y)
ecrire(x)

until Fin de simulation

Exemple

x0 = 5869 → x2
0 = 34|4451|61

x1 = 4451 → x2
1 = 19|8114|01

x2 = 8114 → x2
2 = 65|8369|96

x3 = 8369 → x2
3 = 70|0401|61

x4 = 0401 → x2
4 = 00|1608|01

x5 = 1608 → x2
5 = 02|5856|64

x6 = 5856 → x2
6 = 34|2927|36

x7 = 5856 → · · ·
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Générateur pseudo-aléatoire (2)

Transformation modulo

Transformation linéaire
Objets : entiers {0, · · ·m − 1}
Données : a, b ∈ {0, · · ·m − 1}
xn+1 = a ∗ xn + b mod m

x ← germe
repeat

x ← a ∗ x + b mod n
ecrire(x)

until Fin de simulation

Exemple

a = 11, b = 1, m = 71

17→ 46→ 10→ 40→ 15→ 24→ · · ·

Diagramme xn+1 = 3 ∗ xn + 4 mod 11
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Pourquoi générer ? Fabriquer le hasard Générateurs pseudo-aléatoires Modulo Tester

Générateur pseudo-aléatoire (2)

Transformation modulo

Transformation linéaire
Objets : entiers {0, · · ·m − 1}
Données : a, b ∈ {0, · · ·m − 1}
xn+1 = a ∗ xn + b mod m

x ← germe
repeat

x ← a ∗ x + b mod n
ecrire(x)

until Fin de simulation

Exemple

a = 11, b = 1, m = 71

17→ 46→ 10→ 40→ 15→ 24→ · · ·

Diagramme xn+1 = 3 ∗ xn + 4 mod 11

18 / 33Objets combinatoires



Pourquoi générer ? Fabriquer le hasard Générateurs pseudo-aléatoires Modulo Tester

Générateurs congruents

Trouver un cycle maximum

Theorem

Théorème Hull-Dobell, (1962) Soit la suite (xn) produite par l’algorithme
xn+1 = axn + b mod m. Alors le cycle maximal est de longueur m si et
seulement si les trois hypothèses suivantes sont vérifiés:

1 PGCD(a,m) = 1, PGCD(b,m) = 1;
2 si un nombre premier p divise m, alors p divise a− 1;
3 si 4 divise m, alors 4 divise a− 1.

Donne l’uniformité, pas le “mélange”

19 / 33Objets combinatoires
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Exemples de générateurs congruents

xn+1 = 75xn mod 231 − 1, (générateur IBM)

xn+1 = 427419669081xn mod 999999999989,

(générateur Maple, 999999999989 est premier)

xn+1 = 315xn mod 232,

xn+1 = 3 + 216xn mod 231,

xn+1 = 1313xn mod 259,

xn+1 = 24298xn + 99991 mod 199017,

dont les périodes respectives sont:

230 = 1 073 741 824,

229 = 536 870 912,

257 = 144 115 188 075 855 872,

199 017

The GLIBC random number generator
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Générateurs de bits aléatoires

x = {x1, x2, · · · , xn, · · · } et y = {y1, y2, · · · , yn, · · · }
suites de bits “au hasard”

Théorème : Vive le XOR (ou exclusif)

La suite z = {z1, z2, · · · , zn, · · · } avec zi = xi XOR yi est meilleure que x et
que y .
Hypothèse xi et yi indépendantes.

Preuve :
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Générateurs de bits aléatoires

x = {x1, x2, · · · , xn, · · · } et y = {y1, y2, · · · , yn, · · · }
suites de bits “au hasard”

Théorème : Vive le XOR (ou exclusif)

La suite z = {z1, z2, · · · , zn, · · · } avec zi = xi XOR yi est meilleure que x et
que y .
Hypothèse xi et yi indépendantes.

Preuve :

P(Xi XOR Yi = 1) = pi(1 − qi) + (1 − pi)qi

pi qi

1
2

0 1
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Générateurs de bits aléatoires
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Générateurs de bits aléatoires
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Générateurs de bits aléatoires (suite)

Générateur de bits indépendants mais biaisé : p = P(xi = 1)
x = {x1, x2, · · · , xn, · · · }

yn = xnk+1 XOR xnk+2 XOR · · · XOR xn(k+1)

P(yn = 1) =
1
2

(
1− (1− 2p)k

)
exponentiellement−→ 1

2
.

Approximation de la pièce sans biais (erreur contrôlée)
Ex : p = 1

3 , k = 10

P(yn = 1) ' 1
2
± 10−5.
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Générateurs de bits aléatoires (suite et fin)

Générateur de bits indépendants mais biaisé : p = P(xi = 1)
x = {x1, x2, · · · , xn, · · · }
Réaliser une pièce sans biais

repeat
X= piece();
Y= piece();

until (X6=Y)
retourne X;

Algorithme à base de rejet : P(acceptation) = 2p(1− p)
Nombre moyen d’itérations : N = 1

2p(1−p)

Ex : p = 1
3 ,

N =
9
4

= 2, 25.
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Générateur pseudo-aléatoire

Utiliser le XOR dans l’algorithme

Tausworthe (1965)

mot binaire initial (le germe) x0 = (x−m+1, ...x−1, x0),
récurrence:

xn+1 = a1xn−m+1 + a2xn−m+1 + ...+ amxn mod 2

a1, a2, · · · , am fixés
Registre à décalage rebouclé

4

x(n-4) x(n-3) x(n-1) x(n)

XOR

1 2 3 5

a(1)=1 a(2)=0 a(3)=1 a(4)=0 a(5)=0

x(n-2) x(n+1)
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Générateurs pseudo-aléatoire (fin)

Utiliser le XOR dans l’algorithme

Mersenne Twister (1998)

xn = xn−(N−M) ⊕ (xU
n−N |xL

n−N+1)A

avec le jeu de paramètres adéquat :
période = 219937 − 1

Blum Blum Shub Generator (1986)

xn+1 = x2
n mod M

Très mauvais du point de vue statistique
Excellent pour la cryptographie
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Outline

1 Pourquoi générer ?

2 Fabriquer le hasard

3 Générateurs pseudo-aléatoires

4 Ensembles finis : calcul modulo

5 Tester son générateur
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Propriétés attendues d’un générateur

Tests d’uniformité

Observation : séquence de n bits
Calcul des fréquences empiriques
Calcul de distance (χ2, Kolmogorov-Smirnov,...)

YN =
k∑

i=1

(Ni − Npi )
2

Npi

lois statistiques

Exemples

Motif fréquence
0 1

2
1 1

2
00 1

4
01 1

4
10 1

4
11 1

4
000 1

8
...

...
010011 1

26

...
...
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Propriétés attendues d’un générateur (2)

Tests d’indépendance

Observation : séquence de n bits
Calcul des corrélations empiriques
Calcul de distance avec des lois de
référence
exemples montées/descentes
paires, triplets

Test du Poker

Pour N = 9 et k = 5,

Configuration Probabilité
a,b,c,d,e
a,a,b,c,d
a,a,b,b,c
a,a,a,b,c
a,a,a,a,b
a,a,a,a,a
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Propriétés attendues d’un générateur (exemples)

soit le générateur

xn+1 = 11xn + 1 mod 71.

La période de ce générateur est 70. Mais que se passe-t-il si pour choisir des
points aléatoires dans le plan on prend (x2n+1, x2n) ?

On remarque que les points sont alignés sur 2 droites.
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Propriétés attendues d’un générateur (exemples)
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Propriétés attendues d’un générateur (exemples)

soit le générateur

xn+1 = 24298xn + 99991 mod 199017

On ne remarque rien de particulier... peut-on conclure ?
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Propriétés attendues d’un générateur (exemples)
soit le générateur

xn+1 = 24298xn + 99991 mod 199017
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Tenter d’invalider...

Diehard tests

The statistical tests
Birthday spacings: Choose random points on a large interval. The spacings between the points should be asymptotically exponentially
distributed.[clarification needed] The name is based on the birthday paradox.
Overlapping permutations: Analyze sequences of five consecutive random numbers. The 120 possible orderings should occur with
statistically equal probability.
Ranks of matrices: Select some number of bits from some number of random numbers to form a matrix over 0,1, then determine the rank
of the matrix. Count the ranks.
Monkey tests: Treat sequences of some number of bits as "words". Count the overlapping words in a stream. The number of "words" that
don’t appear should follow a known distribution. The name is based on the infinite monkey theorem.
Count the 1s: Count the 1 bits in each of either successive or chosen bytes. Convert the counts to "letters", and count the occurrences of
five-letter "words".
Parking lot test: Randomly place unit circles in a 100 x 100 square. If the circle overlaps an existing one, try again. After 12,000 tries, the
number of successfully "parked" circles should follow a certain normal distribution.
Minimum distance test: Randomly place 8,000 points in a 10,000 x 10,000 square, then find the minimum distance between the pairs.
The square of this distance should be exponentially distributed with a certain mean.
Random spheres test: Randomly choose 4,000 points in a cube of edge 1,000. Center a sphere on each point, whose radius is the
minimum distance to another point. The smallest sphere’s volume should be exponentially distributed with a certain mean.
The squeeze test: Multiply 231 by random floats on [0,1) until you reach 1. Repeat this 100,000 times. The number of floats needed to
reach 1 should follow a certain distribution.
Overlapping sums test: Generate a long sequence of random floats on [0,1). Add sequences of 100 consecutive floats. The sums should
be normally distributed with characteristic mean and sigma.
Runs test: Generate a long sequence of random floats on [0,1). Count ascending and descending runs. The counts should follow a certain
distribution.
The craps test: Play 200,000 games of craps, counting the wins and the number of throws per game. Each count should follow a certain
distribution

Download
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Synthèse

Générer des bits pseudo- aléatoires

- outil de base pour générer des objets aléatoires
- la plupart des codes numériques ont des parties randomisées
- la plupart des protocoles de sécurité reposent sur des générateurs
aléatoires

Vérifier un générateur aléatoire

- impossible (barrière théorique)
- consensus de la communauté scientifique
- niveau de qualité d’un générateur

Générateurs classiques

en C, C++: random(), rand(), drand()
en Javascript: Math.random()
en Java: java.util.Random, nextInt()
en Caml random__int
· · · · · ·
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Synthèse

Transformer un générateur aléatoire

- générer uniformément sur 1, · · · , n
- générer des "réels" sur [0, 1[
- générer selon des lois de probabilité
- générer des objets combinatoires
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